


ENSINO DE

GEOMETRIA
‘% NA AMERICA LATINA: ‘

'| _ pesquisa, ensino e «”
\ ‘ formacao docente
IJ ] o ‘f
- José Carlos Pinto Leivas
Mauricio Ramos Lutz




CONSELHO EDITORIAL

Prof. Dr. Adilson Tadeu Basquerote Silva - UNIDAVI
Prof. Dr. Astor Jodo Schonell Junior - IFFAR

Prof. Dr. Alan Ricardo Costa - UFRR

Prof. Dr. Allan Diégo Rodrigues Figueiredo - UESPI
Profa. Dra. Andréia Bulaty -UNESPAR

Profa. Dra. Carla da Concei¢ao de Lima - UFVIM

Prof. Dr. Camilo Darsie de Souza - UNISC

Profa. Dra. Clarice Caldeira Leite - UFRGS

Profa. Dra. Cecilia Decarli - UFRGS

Prof. Dr. Carlos Adriano Martins - UNICID

Prof. Dr. Christian Dennys Monteiro de Oliveira - UFCE
Profa. Dra. Dayse Marinho Martins - UFMA

Prof. Dr. Deivid Alex dos Santos - UEL

Prof. Dr. Dioni Paulo Pastorio -UFRGS

Prof. Dr. Douglas Manoel Antonio de Abreu Pestana dos Santos - FASESP
Profa. Dra. Elane da Silva Barbosa - UERN

Profa. Dra. Elen Gomes Pereira - [IFBA

Profa. Dra. Francielle Benini Agne Tybusch - UFN

Prof. Dr. Francisco Odécio Sales - IFCE

Prof. Dr. Francisco Ricardo Miranda Pinto - UFCAT
Prof. Dr. Gilvan Charles Cerqueira de Aragjo - UCB
Prof. Dr. Ismar Inacio dos Santos Filho - UFAL

Prof. Dr. Leonardo Bigolin Jantsch - UFSM

Profa. Dra. Liziany Miiller Medeiros - UFSM

Profa. Lucianne Oliveira Monteiro Andrade - IFGOIANO
Profa. Dra Marcela Mary José¢ da Silva - UFRB

Prof. Dr. Mateus Henrique K&hler - UFSM

Prof. Dr. Michel Canuto de Sena - UFMS

Profa. Dra. Monica Aparecida Bortolotti - UNICENTRO
Prof. Nilton David Vilchez Galarza - UPLA

Prof. Dr. Olavo Barreto de Souza - UEPB

Prof. Dr. Rafael Nogueira Furtado - UFABC

Prof. Dr. Roberto Aratjo da Silva Vasques Rabelo - UNISANTOS
Prof. Dr. Rodrigo Toledo - USCS

Prof. Dr. Rodolfo Rodrigues de Souza - UERJ

Prof. Dr. Sidnei Renato Silveira - UFSM

Prof. Dr. Thiago Ribeiro Rafagnin - UFOB

Prof. Dr. Tomas Ratl Gémez Hernandez - UCLV



Editor Chefe: Ivanio Folmer
Projeto grafico e Diagramacao: Gabriel Eldereti Machado
Imagem capa: www.canva.com

Dados Internacionais de Catalogacao na Publicacao (CIP)
(Camara Brasileira do Livro, SP, Brasil)

Fnsino de Geometria na América Latinallivro eletronicol:
pesquisa, ensino e forma¢ao docente / [organiza¢ao]

José Carlos Pinto Leivas, Mauricio Ramos Lutz. — 1.
ed. — Santa Maria, RS : Arco Editores, 2026.
PDF

Varios autores.
Bibliografia
ISBN 978-65-5417-793-1

1. Ensino de Geometria. 2. Educacao Matemdtica.
3. Formagcao de Professores. 4. Prédticas Pedagdgicas.
5. América Latina. [. Leivas, José Carlos Pinto.
II. Lutz, Mauricio Ramos.

CDD-516. 007

Indices para catalogo sistematico:
CDD 516.007 — Geometria - Estudo e ensino

10.48209/978-65-5417-793-1

Esta obra foi construida de forma coletiva, reunindo diferentes vozes, experiéncias e
perspectivas. As opinides expressas nos capitulos sdo de responsabilidade exclusiva
de seus respectivos autores e ndo representam, necessariamente, a posi¢do desta editora.
Esta obra é de acesso aberto. E permitida a reproducdo parcial ou total desta obra, desde que
citada a fonte e a autoria e respeitando a Licenga Creative Commons indicada.



APRESENTACAO

O ensino de Geometria ocupa um lugar peculiar na histéria da Edu-
cacao Matematica. Por um lado, trata-se de uma area que acompanha o de-
senvolvimento do pensamento humano desde as primeiras tentativas de
organizar o espago e as formas; por outro, constitui um dos campos mais
negligenciados nos curriculos escolares da América Latina, frequentemen-
te reduzido a definigdes memorizadas, férmulas aplicadas mecanicamen-
te e figuras descontextualizadas. Quem ja esteve em uma sala de aula de
Matematica sabe bem essa tensdo: a Geometria parece ao mesmo tempo
indispensavel e inacessivel, proxima da experiéncia cotidiana e distante
da linguagem escolar. Foi pensando nessa contradicao que este e-book foi
organizado.

O e-book Ensino de Geometria na América Latina: pesquisa, ensino e
formagdo docente nasce do encontro de pesquisadores que, em diferen-
tes paises e instituicoes, tém dedicado suas trajetorias académicas a com-
preender e transformar essa realidade. Nao se trata de um manual de boas
praticas nem de uma coletanea de receitas pedagégicas. O que se propoe
aqui é algo mais modesto e, a0 mesmo tempo, mais ambicioso: documentar
caminhos percorridos, problemas enfrentados, teorias mobilizadas e, so-
bretudo, aprendizagens construidas ao longo de décadas de investigacao e
de intervencdo em salas de aula e em cursos de formacao de professores.

A relevancia desta obra torna-se evidente quando se olha para o ce-
nario educacional contemporaneo. Em praticamente todos os paises da
regido, a Geometria figura entre os conteiddos de menor desempenho em
avaliacdes nacionais e internacionais. Os professores, em sua maioria, nao
receberam na formacao inicial uma preparagcao adequada para ensinar
essa area, muitos concluem a licenciatura sem ter estudado Geometria
Euclidiana com a profundidade necessaria, sem conhecer geometrias nao
euclidianas, sem experimentar laboratérios de manipulacdao de materiais
concretos, sem refletir sobre como os estudantes constroem significados
espaciais. O resultado é um ensino que, na melhor das hipdteses, transmite



informacgdes; na pior, reproduz desinteresse e dificuldades que se acumu-
lam ao longo dos anos escolares.

Ao mesmo tempo, a pesquisa em Educacao Matematica tem avanca-
do consideravelmente na compreensao desses processos. Sabemos hoje,
com respaldo teodrico e empirico, que a aprendizagem geométrica envolve
visualizacdo, manipulacao, argumentacao, representacao em maultiplos re-
gistros e transicao gradual do pensamento intuitivo ao formal. H4 evidén-
cias de que tecnologias digitais como o GeoGebra podem transformar a ex-
periéncia dos estudantes com objetos geométricos, desde que integradas
a tarefas cuidadosamente planejadas. Ja compreendemos que a formagao
de professores exige mais do que disciplinas de conteuddo: exige espacgos de
reflexdo sobre a pratica, de analise de producgdes estudantis, de experimen-
tacao com recursos didaticos. O que falta, em muitos casos, é justamente
a ponte entre esse conhecimento produzido na academia e as condicdes
concretas de trabalho docente.

Este e-book busca construir essa ponte. Seus sete capitulos foram
escritos por pesquisadores que, de alguma forma, tém essa ponte como
horizonte de sua atuacao. A partir do sul do Brasil, José Carlos Pinto
Leivas organiza um panorama de mais de uma década de orientagdes em
mestrado, doutorado e p6s-doutorado, mostrando como a diversifica-
cdo das geometrias ensinadas, da Euclidiana a Esférica, da Hiperbolica
a Fractal, pode expandir o repertdrio conceitual dos professores e, con-
sequentemente, enriquecer suas aulas. Ja no sudeste, Ana Maria Marten-
sen Roland Kaleff narra quase cinquenta anos de histéria da formacgao de
professores na Universidade Federal Fluminense, desde os embates do
Movimento da Matematica Moderna até a criacdo de um laboratério de
ensino que se tornou referéncia em recursos didaticos inclusivos.

Ainda no Brasil, Alexandre Rodrigues de Assis e Marcelo Almeida
Bairral apresentam uma proposta metodologica inovadora, as telagrava-
coes, que permite olhar com precisdo para os gestos, toques e rastros de
estudantes em tablets, revelando processos de significacdo que escapa-
riam a outras formas de registro. Carlos Silva Cérdova leva o leitor ao Chi-



le, ele analisa as reformas curriculares recentes e a persistente distancia
entre o que o curriculo prescreve e o que acontece de fato nas salas de
aula, apontando para a necessidade de alinhar avaliacao, formacao e pra-
tica.

Da Colombia, Diana Carolina Pérez Duarte e Luis Fernando Pérez
Duarte propéem um modelo tedrico-pratico para a construcdo do conhe-
cimento geométrico, fundamentado em anos de pesquisa com estudantes
dos trés niveis educacionais e orientado pela articulacdo entre visualiza-
cdo, construcao e demonstracao. Avancando para a Costa Rica, Luis Fabian
Gutiérrez-Fallas examina em detalhe uma experiéncia de pratica profissio-
nal de futuros professores, mostrando como uma tarefa exploratéria sobre
homotetia, mediada por um projetor caseiro, pode gerar aprendizagens
significativas tanto para os estudantes do ensino basico quanto para quem
esta aprendendo a ensinar.

Finalmente, expandindo as fronteiras da nossa investigacao até o
Peru, Daysi Garcia-Cuéllar e Mihaly Martinez-Miraval apresentam um ma-
peamento detalhado do panorama de pesquisas sobre o ensino da Geome-
tria naquele pais, concentrando-se nas produc¢oes vinculadas ao Mestrado
em Ensino da Matematica e ao IREM-PUCP entre os anos de 2019 e 2026.
Por meio de uma analise estruturada em cinco eixos tedricos centrais: re-
presentacoes semioticas, Espaco de Trabalho Matematico, conhecimento
profissional do professor, tecnologias digitais e perspectivas emergentes.
Trata-se, em certa medida, de um mapa de navegagdo para quem deseja
compreender como a pesquisa peruana tem articulado teoria, formacgao
docente e inovacgao tecnologica no campo da geometria.

A organizacao dos capitulos respeita a diversidade de abordagens
sem impor uma unidade artificial. Cada autor traz uma natureza distinta:
Kaleff oferece uma narrativa historica; Leivas, uma revisao sistematica
de produg¢bes académicas; Assis e Bairral, uma proposta metodologica;
Cordova,umaanalise curricular e politicaeducacional; Duarte e Duarte, uma
modelagem tedrica; Gutiérrez-Fallas, uma analise de pratica profissional;
e Garcia-Cuéllar e Martinez-Miraval, um mapeamento epistemoldgico



e documental multieixo. Essa diversidade é intencional: o ensino da
Geometria é um fendmeno complexo que exige multiplas lentes, e a obra
nao pretende reduzi-lo a uma Uinica perspectiva tedrica ou metodolégica.

O que une os capitulos, contudo, é uma preocupagdao comum: a for-
macao do professor que ensina Geometria. Seja analisando curriculos, pro-
pondo tarefas, inventando instrumentos de pesquisa ou documentando
trajetorias institucionais ou mapeando a consolidacao de eixos cientificos
nacionais, todos os autores partem do pressuposto de que transformar o
ensino da Geometria passa, necessariamente, por transformar quem o en-
sina. Nao se trata de culpar o professor pelas dificuldades do sistema, muito
pelo contrario. Trata-se de reconhecer que os professores sdo, na maioria
das vezes, produtos das mesmas formacoes que reproduzem as limitagoes
que criticamos, e que qualquer proposta de mudanca deve inclui-los como
sujeitos ativos, ndo como meros executores de inovagdes concebidas longe
da escola.

O publico a quem se dirige esta obra é, portanto, amplo e heterogé-
neo. Pesquisadores em Educacao Matematica encontrarao aqui discussoes
tedricas fundamentadas, analises de dados empiricos e reflexdes metodo-
légicas que podem inspirar novas investigacdes. Professores de Matema-
tica em exercicio, especialmente nos anos finais do Ensino Fundamental e
no Ensino Médio, poderdao apropriar-se das sequéncias didaticas, das re-
flexdes sobre gestdo de aula e das analises de produc¢des estudantis. Estu-
dantes de licenciatura e de pos-graduacgao terao acesso a um material que
articula teoria, pesquisa e pratica de maneira integrada, algo que ainda é
raro nos cursos de formacao de professores. Coordenadores pedagdgicos,
gestores escolares e formuladores de politicas educacionais poderao uti-
lizar as analises curriculares e as propostas de formacdo para repensar

projetos institucionais e sistemas de avaliagao.

Uma palavra final sobre o que este e-book ndo pretende ser. Seria
pretensioso, com sete capitulos, aspirar a uma histéria completa do ensino
da Geometria na América Latina, a diversidade de experiéncias, tradi¢coes e
contextos da regido exige muito mais. Também nao se trata de um relatorio



de pesquisa com metodologia uniforme: cada autor seguiu os caminhos
que sua trajetoria e seus questionamentos lhe indicaram. Muito menos um
manifesto por uma uUnica abordagem. Ha aqui espaco para o formalismo
euclidiano e para a geometria do taxi, para a tecnologia digital (do Geo-
Gebra a inteligéncia artificial generativa), para o material artesanal e os
tecidos ancestrais da etnomatematica, para a analise curricular e para a
narrativa autobiografica.

O que se oferece, em vez disso, € um convite para que o leitor percor-
ra esses textos com ateng¢do, compare suas proprias experiéncias com as
narradas aqui e questione as conclusdes. A partir disso, espera-se que vocé
se aproprie das ideias que lhe forem uteis e, sobretudo, continue a cons-
truir, em sua pratica e em sua pesquisa, um ensino de Geometria mais sig-
nificativo, mais inclusivo e mais préximo da experiéncia humana de pensar
espacialmente.

Que este livro contribua para que a Geometria deixe de ser, nas pa-
lavras de um dos autores, um “anexo” do curriculo de Matematica, para se
tornar o que ela sempre foi: uma das portas mais antigas e mais poderosas
para o pensamento matematico. O convite que faco a vocé, leitor, é sim-
ples: entre por essa porta. Cada capitulo que se segue guarda a experién-
cia de quem caminhou antes, pesquisadores que testaram ideias, erraram,
recomecaram e, aos poucos, foram descobrindo formas de aproximar a
Geometria dos estudantes. Nao espere receitas fechadas. Espere, isso sim,
companhia para pensar. Alguém que ja passou por dilemas parecidos aos
seus e deixou registrado o que aprendeu. Leia como quem conversa com
um colega experiente: com atencao, com desconfianca saudavel quando
necessario, e com a disposicao de levar para sua pratica o que fizer sentido.
A Geometria espera ha muito tempo por professores e pesquisadores que
a levem a sério. Talvez vocé seja um deles.

Mauricio Ramos Lutz



Sumario

Capitulo 1
Ensino de Geometria no sul do Brasil: meu papel na formacao
de professores que ensinam Matematica

Capitulo 2
Logica matematica, legislacao, litigio, ludicidade e laboratorios
na formacao do professor que ensina Geometria

Capitulo 3
Rastros que revelam pensamentos: telagravacoes e
significacao em ambientes de geometria dinamica

Capitulo 4
0 ensino da Geometria no Chile: entre a pesquisa e as
mudancas curriculares

Capitulo 5

0 ensino da Geometria na América Latina: desenvolvimento
do pensamento geométrico, evidéncias empiricas e desafios
contemporaneos

Capitulo 6
0 ensino exploratorio da homotetia: uma experiéncia de
pratica profissional de futuros professores de matematica

Capitulo 7
0 ensino da Geometria no Peru: tendéncias, desafios e
perspectivas

Sobre os Organizadores

Sobre as Autoras e os Autores



Ensino de Geometria na América Latina:
pesquisa, ensino e formacgao docente

CAPITULO |

Ensino de Geometria no sul do Brasil:
meu papel na formacao de professores
que ensinam Matematica

Resumo: O capitulo aborda uma analise de dissertagdes, teses e trabalhos
de pés-doutorado, orientadas pelo autor, na qual € ilustrada a tematica
Geometria, em suas diversas especificidades. Os temas concentram-se,
principalmente, na Geometria Euclidiana, nas duas Nao-Euclidianas classicas
(Esférica e Hiperbdlica) e em outras ndo euclidianas como Geometria Fractral,
Geometria Sintética e Geometria do Taxi. Analisamos rapidamente o objetivo de
cada uma, os elementos envolvidos na pesquisa e os resultados alcancados.
Acreditamos que o apanhado realizado da uma percep¢ao do papel do
orientador destes trabalhos, incluindo trés orientagées em pds-doutorado.
Acreditamos ser esta descricao relevante na disseminagao do ensino de
Geometria de uma forma abrangente, atual e que evolui como a prdpria
Geometria, a fim de desenvolver o pensamento geométrico.

Palavras-chave: Ensino de Geometria. Geometrias Nao-Euclidianas.
Geometrias nao euclidianas.

Resumen: El capitulo aborda un analisis de disertaciones, tesis y trabajos
de posdoctorado, dirigidos por el autor, en los que se ilustra la tematica de la
Geometria en sus diversas vertientes. Los temas se centran, principalmente, en
la Geometria Euclidiana, en las dos geometrias No-Euclidianas clasicas (Esférica
y Hiperbolica) y en otras geometrias no euclidianas, como la Geometria Fractal,
la Geometria Sintética y la Geometria del Taxi. Analizamos brevemente el
objetivo de cada una de ellas, los elementos que intervienen en la investigacion
y los resultados obtenidos. Creemos que este resumen ofrece una vision del
papel del director de estos trabajos, incluidas tres direcciones de posdoctorado.
Consideramos que esta descripcidn es relevante para la difusion de la ensefianza
de la Geometria de una forma integral, actual y que evoluciona al igual que la
propia Geometria, con el fin de desarrollar el pensamiento geométrico.

Palabras-clave: Ensenanza de la Geometria. Geometrias No-Euclidianas.
Geometrias no euclidianas.

11



Ensino de Geometria na América Latina:
pesquisa, ensino e formacgao docente

INTRODUCAO

A Geometria tem sido uma area da Matematica que se desenvolveu
ao longo do tempo, em especial com a organizac¢ao grega em “Os Elemen-
tos de Euclides”. Em alguns momentos, ela parece esmaecer um pouco,
porém retorna com inovagoes relevantes para a sociedade e, particular-
mente, para o ensino. Uma das primeiras inovacgoes foi a criacao das duas
geometrias nao euclidianas: Geometria Esférica e Geometria Hiperbdli-
ca, que ainda hoje sdo desconhecidas por grande nimero de professores
de Matematica.

Na Geometria Esférica, o modelo é materializado sobre a superfi-
cie de uma esfera e tornou-se muito util, por exemplo, para a navegacao
maritima, uma vez que os trajetos minimos a serem percorridos ocorrem
nas denominadas geodésicas (as linhas retas imaginarias que ligam o
polo Norte ao polo Sul desta superficie, denominadas meridianos). Para
além disso, a Geografia a utiliza em um sistema de coordenadas dadas
por angulos que outros meridianos formam com o meridiano origem, ou
seja, o Meridiano de Greenwich, o qual corresponde a longitude de 0°. A
partir disso, uma geometria é desenvolvida a exemplo do que ocorreu
com a Euclidiana.

A Geometria Hiperbolica surge concomitantemente com dois mo-
delos distintos: o primeiro é o de Poincaré, em que o espago geométrico é
dado por um disco sem a sua fronteira, com retas sendo visualizadas pe-
los diametros e/ou arcos de circunferéncias que entram na fronteira do
circulo ortogonalmente; o segundo é denominado de Modelo de Klein,
com certa similaridade ao anterior, um disco sem sua fronteira, porém
tendo por retas as cordas do interior do disco. Ambos sdao espagos em
duas dimensdes.

A Geometria Sintética, também chamada de Geometria Pura, apre-
senta outra abordagem diferente das anteriores, menos visual, a qual é
caracterizada por outros modos sintéticos de abordar as formas, os luga-
res geométricos e as construgoes, ou seja, apresenta um embasamento

axiomatico previamente existente.
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Ensino de Geometria na América Latina:
pesquisa, ensino e formacgao docente

Uma das geometrias mais recentes é a denominada Geometria do
Taxi, também reconhecida como dos catetos, uma vez que os percursos
ou linhas nela definidas ndao sao mais oriundos da meétrica euclidiana,
ou seja, a ligacdo de dois pontos em um sistema cartesiano é dada pela
soma das medidas dos catetos de um triangulo retangulo formado. Ligei-
ramente, esta forma de linhas se assemelha ao percurso realizado por
um taxi em uma cidade organizada em quadras, como por exemplo, a
cidade de Brasilia.

Nossos estudos tém mostrado que estas geometrias sdo muito pou-
co exploradas, tanto na formacao inicial de professores de Matematica
quanto na continuada, o que inibe o desenvolvimento do pensamento
geométrico de um futuro pesquisador/professor. Temos buscado desen-
volver pesquisas em nossa atuacdo como professor em um mestrado e
um doutorado no ensino de Ciéncias e Matematica, visando expandir o
ensino de Geometria para outros patamares além da Geometria Euclidia-
na, ampliando assim o conhecimento geométrico dos individuos no sul
do Brasil.

Mlodinow (2010), ao abordar a histéria da Geometria e sua geniali-
dade para vislumbrarmos novos horizontes, levanta os questionamentos:
[...] “o0 espago pode ser curvo? Quantas dimensodes existem? Como a Ge-
ometria explica a ordem e a unidade do Cosmos?” (p. 10). Afirma, ainda,
“Essas sdo as perguntas que estao por tras das cinco revolucdes geométri-
cas da historia mundial.” O autor traz a revolucado feita por Descartes a fim
de economizar trabalho mental ao estabelecer casamento da Geometria
com 0S numeros e assim esses passaram a poder ser visualizados geome-
tricamente. Uma dessas mudancas relevantes preconizadas por Descartes
estd na famosa e revolucionaria relacdo euclidiana da soma dos angulos
internos de um triangulo. “Sera realmente a soma dos angulos de todos os
tridngulos igual a 180 graus, ou isso somente é verdade se o triangulo esti-
ver sobre uma folha de papel plana?” (idem, p. 10).

E sabido hoje que na Geometria Esférica esta soma varia de 180 a
540 graus e na Hiperbodlica é menor do que 180 graus. Ainda perdura entre
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estudantes e professores que a soma ¢ igual a 180 sem especificar em
qual Geometria esta relacdo é valida. Esta é uma das razdes importantes
de abordagens de diversas geometrias na formacdo dos individuos,
especialmente na formacgao de professores que irdo ensinar Geometria.

Assim, o objetivo deste capitulo é ilustrar algumas das producodes
de estudantes que passaram por minhas orientacdes nos ultimos tempos.
Pesquisas mostram que a Geometria é uma das subareas da Matematica
que tem enfrentado muitas dificuldades, tanto no seu ensino quanto na
sua aprendizagem no Brasil. Ultimamente, com o uso das tecnologias, em
particular com o software GeoGebra, que pode ser baixado gratuitamente,
parece que tem apresentado algumas possibilidades de despertar nos es-
tudantes dos diversos niveis de ensino um pouco mais de inovacgdes, pos-
sibilidades e interesse.

A Base Nacional Comum Curricular - BNCC (Brasil, 2018) apresenta
orientacdes curriculares, mas pouco se observa avanc¢ar na direcao da
Geometria. Por exemplo, em livros didaticos distribuidos pelo Governo
Federal brasileiro para as escolas publicas, de forma gratuita, ainda
perduram muitos desalinhamentos em alguns destes livros. Em um
exemplar encontrado, aparece a definicao de poligono, de forma incorreta,
como “Poligono é uma figura plana formada por uma linha fechada
simples, composta apenas de segmentos de reta, reunida com a sua regiao
interna.” (Junior e Castrucci, 2018, p. 168, grifo dos autores).

Os autores exemplificam com representagdes figurais, pintando
tanto a linha poligonal quanto a regido limitada por ela. Note, ainda, que
esta é a definicdo de regido poligonal e ndo de poligono, constituido so-
mente pela linha formada pelos segmentos de reta. De acordo com Duval
(2003), a aprendizagem de um conceito ocorre quando ha pelo menos a
conversao entre dois registros de representacao, no presente caso, o fi-
gural (a imagem do objeto) e o em lingua natural (a defini¢do). Na exem-
plificacao, tem-se a defini¢dao de linha poligonal e a representacdao de uma
regido limitada pela linha poligonal, ndo levando, portanto, a aprendiza-
gem do conceito de poligono, em nosso entender. Ao associar o elemento
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geométrico (poligono) da forma como apresentado, qual é a grandeza as-
sociada: comprimentos ou area? Essas correspondem a objetos distintos.

No que diz respeito a Educacao Infantil, o Referencial Curricular Na-
cional para a Educagao Infantil (RCNEI), aborda o perfil profissional ne-
cessario ao professor, ao qual “[...] cabe trabalhar com contetidos de na-
turezas diversas [...]", necessitando “[...] uma formacao bastante ampla do
profissional que deve tornar-se, ele também, um aprendiz, refletindo cons-
tantemente sobre sua pratica.” (Brasil, 1998, p. 41). No que diz respeito aos
conteudos, indica:

Os conteldos conceituais referem-se a construcdo ativa das capaci-
dades para operar com simbolos, ideias, imagens e representacdes
que permitem atribuir sentido a realidade. Desde os conceitos mais
simples até os mais complexos, a aprendizagem se da por meio de um
processo de constantes idas e vindas, avanc¢os e recuos nos quais as
criangas constroem ideias provisorias, ampliam-nas e modificam-nas,

aproximando-se gradualmente de conceitualizacbes cada vez mais
precisas. (p. 50).

Assim, faz-se necessaria, na formagao do professor, atengdo aos diver-
sos niveis de ensino a fim de ndo atentar somente para um nivel mais elevado,
como ¢ usual acontecer na formagao inicial do professor de Matematica, sen-
do, portanto, a formagdo continuada que atenda a esta limitagdo da formacao
inicial que, geralmente, vai na dire¢do da area de Analise (forte conotagao em
disciplinas de Calculo Diferencial e Integral e até mesmo Equacdes Diferen-
ciais). Esta area, geralmente, ndo conduz a abordagens que o futuro professor

1ra encontrar no Ensino Basico.

Quanto ao desenvolvimento de pensamento geométrico, o documento in-
dica trabalha-lo como habilidade para interpretar e representar a localizagdo e
o deslocamento de uma figura no plano cartesiano, identificar transformagoes
isométricas e produzir ampliagoes e reducdes de figuras. Além disso, recomen-
da a formalizagdo e a resolugdo de problemas em contextos diversos. Assim,
para ocorrer esta habilidade, € necessario que a formagao de professores de Ma-
tematica se atualize e atente para as inovagdes que se fazem necessarias. Uma

dessas possibilidades ¢ desenvolver principios de uma geometria nao euclidia-
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na, a saber, a Geometria do Taxi. Esta Geometria foi tema de uma dissertacao
de mestrado por mim orientada e que sera posteriormente explicitada. Outras
geometrias também sdo importantes para este desenvolvimento. Segundo Go-

mes, Bianchini e Lima (2023, p. 21), o pensamento matematico:

[...] pode ser entendido como o resultado de processos racionais do
intelecto ou de abstracdes da imaginacao realizados a partir da ob-
servacao e reflexdo cientifica de fendmenos de diferentes naturezas
por meio da sistematizagdo e contextualizacdo de conhecimentos
matematicos, da capacidade de perceber visual e espacialmente, de
representar, memorizar, pensar de maneira criativa, objetiva, légica,
analitica e critica.

No presente capitulo, atentaremos para o trabalho que temos
realizado no Brasil, particularmente no sul, a respeito da Geometria nos
cursos de Mestrado e Doutorado em Ensino de Ciéncias e Matematica em
que trabalhamos a fim de desenvolver pensamento visual geométrico.
Entendemos pensamento geométrico como um processo que permite ao
individuo elaborar estruturas geométricas mentais a partir da imaginacao,
da intuicdo e da visualizacdo para produzir conhecimentos matematicos
cientificos. Assim sendo, orientar dissertacdes e teses me parece ser
fundamental para o desenvolvimento deste tipo de pensamento que tem
sido disseminado pelos orientandos em suas praticas, como pode ser
constatado em pesquisas e eventos em que participam.

FORMACAO DE PROFESSORES

Trazemos aqui algumas consideracoes sobre a formacao de profes-
sores que ensinam Matematica/Geometria por acreditarmos que muitos
dos problemas no ensino dizem respeito a uma formagao inadequada aos
objetivos dos cursos, quer de formacao inicial quer na continuada. Além
disso, por vezes dizem respeito a certa inadequagao aos objetivos de for-
mar professores para os diversos niveis.

Para Cyrino et al. (2025), “o aprender a perceber envolve um traba-
lho complexo, principalmente quando se pretende desenvolver formas de
perceber caracterizagao de uma de uma ‘pedagogia ambiciosa’ que valori-
zZe a comunicacao e a colaboracao entre os alunos.” (p. 8)
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O dito pelos autores vai direto ao nosso pensamento sobre a espe-
cificidade, ou melhor, ao objetivo do curso no qual se esta preparando o
individuo para o exercicio profissional. Em algumas situacdes, o curso de
Licenciatura em Matematica ainda apresenta um carater de bacharelado,
onde se faz Matematica pela Matematica, o que temos nos contraposto com
a Educacao Matematica, na atualidade.

Problemas relativos ao ensino e a aprendizagem em Geometria sao
abordados por Almouloud, Manrique, Silva, Campos (2004), que investi-
gam problemas relacionados ao ensino e a aprendizagem de Geometria,
os quais sao enfrentados pelos professores que ensinam no segundo seg-
mento do Ensino Fundamental. Para os autores, as acoes escolhidas para a
pesquisa centraram-se no quadro teorico dos registros de representagao
semiodtica, na teoria das situagdes, nos principios da pesquisa-acao e da
engenharia didatica. Os investigados deveriam descrever suas praticas. Ao
anualizarem os resultados, os pesquisadores constataram que, ao realiza-
rem provas e demonstracdes em Geometria, muitas dificuldades foram ob-
servadas, sendo que foram indicados os seguintes pontos:

Quais fatores influenciam no processo de ensino e aprendizagem da
demonstra¢do? Quais agdes desenvolver com os professores para lhes
proporcionar uma apreensao significativa dos problemas, envolven-
do provas e demonstracdes? Quais fatores devem nortear a formacgao
inicial e continuada dos professores no que diz respeito as provas e
demonstra¢gdes em matematica, em especial em geometria? (p. 18).

Em uma busca a tais respostas, nos encaixamos em nossas orientagoes
ao abordar a Geometria nos diversos patamares, como explorar os recursos
materiais existentes ou construidos pelos participantes, como um geoplano,
os softwares de Geometria Dinamica e outros, como o que consta da Figu-
ra 1, no desenvolvimento de uma atividade apoiada em Van Hiele por uma
mestranda envolvida em um mestrado profissional envolvendo professores

pedagogos.
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Figura 1 - Trenzinho construido por uma aluna de mestrado

Fonte: mestranda A.

Pode-se observar a diversidade de formas geométricas € o envolvimento
de propriedades como a de circulo e de circunferéncia na formag¢do das rodas,
caracteristicas das figuras que rolam. Além disso, as formas conicas e cilindri-

cas, dentre outras.

No ano de 2010, atuamos na formacao inicial de professores (de Peda-
gogia e de Matematica). A partir de 2011, passamos a atuar em um Mestrado
Profissional que, posteriormente, ampliou-se para Académico e, na sequéncia,
em Doutorado. Nesta institui¢do e cursos, temos o privilégio de atuar com Ge-

ometria em suas varias faces: plana, espacial, analitica etc.

Neste capitulo traremos alguns ensinamentos que realizamos em mestra-
do ¢ em doutorado a respeito de avangar na compreensao de conceitos de outras
geometrias para além da Euclidiana, de modo que o professor tenha condigdes
de aborda-los de modo a que um pedagogo ou professor de Matematica possa
levar algumas ideias de outras geometrias explorando diversos recursos, como

o indicado na figura anterior.
DESENVOLVIMENTO

A Base Nacional Comum Curricular — BNCC ¢ um documento orienta-
dor do ensino e estabelece que “A Geometria envolve o estudo de um amplo
conjunto de conceitos e procedimentos para resolver problemas do mundo
fisico e de diferentes areas do conhecimento” (Brasil, 2018, p. 271). Cabe ao

formador de professores desenvolver tais conceitos e procedimentos envol-
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vidos nas diversas geometrias existentes. Se isso nao se concretiza na Licen-
ciatura em Matematica, entdo cabe a busca pela formagao continuada desses
professores. Ao indicar o objeto do conhecimento “localizagdo de objetos e
de pessoas no espaco, utilizando diversos pontos de referéncia e vocabulario
apropriado” (p. 278). Ja no Ensino Fundamental, faz-se necessario levar em
conta, por exemplo, a Geometria do Téaxi e a Esférica, como indicado no item
anterior, o que, geralmente, ndo ocorre pelo desconhecimento dos professores
e limita-se apenas ao sistema cartesiano. Isso € reiterado no documento em

relacdo as habilidades para a Geometria nos diversos anos de escolaridade.

O grande Félix Klein, em seu classico livro Matematica Elemental des-

de um ponto de vista superior, ao introduzir o volume II — Geometria, indica:

As linhas gerais do nosso plano sdo tracadas levando em conta, em
primeiro lugar, o que poderiamos chamar de atualidade enciclopédica,
que nos obriga a fornecer-lhe uma visdo geral de toda a Geometria, na
qual vocé encontrara todos os conhecimentos isolados que adquiriu
ao longo dos seus estudos, ordenados, classificados e prontos para
qualquer aplicacdo que lhes seja dada. (Klein, 1927, p. 1, trad. do autor).

Nessa direcao € que o capitulo se ampara a fim de cumprir o objetivo
de trazer pesquisas realizadas por orientandos recentes, ao nivel de
mestrado, doutorado e pos-doutorado, visando retomar os conhecimentos
geométricos dos mesmos na expectativa de divulgar trabalhos que visam a
ampliacdo dos conhecimentos de diversas geometrias.

TRABALHOS ORIENTADOS A PARTIR DE 2013

Trabalhos de mestrado

Inicialmente, apresentamos no Quadro 1 trabalhos orientados
ao nivel de mestrado com as respectivas tematicas e, na sequéncia, no
Quadro 2 adiante, as teses e no Quadro 3, os trabalhos de pés-doutorado.
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Quadro 1 - Dissertacdes de mestrado!

Ano Titulo da dissertacao
O SOFTWARE CABRI 3D COMO FERRAMENTA DE AUXILIO AO
2013 ENSINO E VISUALIZACAO DE SECOES PLANAS NO CUBO PARA
ALUNOS DO ENSINO MEDIO
2013 O ENSINO DA GEOMETRIA PARA ALUNOS COM DEFICIENCIA VISUAL
INTUICAO E PROPRIEDADES TOPOLOGICAS PARA UM GRUPO DE
2013 | PROFESSORES, MESTRANDOS DE UM MESTRADO PROFISSIONALIZANTE
EM ENSINO DE FiSICA E DE MATEMATICA
2015 REGISTROS DE REPRESENTACAO SEMIOTICA E GEOMETRIA DINAMICA
PARA O ENSINO DE CONGRUENCIAS DE FIGURAS GEOMETRICAS PLANAS
2015 A GEOMETRIA DO TAXI: INVESTIGACAO SOBRE O ENSINO DE UMA
GEOMETRIA NAO EUCLIDIANA PARA O TERCEIRO ANO DO ENSINO MEDIO
TECNOLOGIAS COMPUTACIONAIS COMO FERRAMENTAS PARA
2016 INSERIR CONHECIMENTOS DE GEOMETRIA HIPERBOLICA
NO ENSINO FUNDAMENTAL
2016 GEOMETRIA SINTETICA: INVESTIGACAO SOBRE O USO DE UM SOFTWARE
DE GEOMETRIA DINAMICA COMO MEIO PARA DEMONSTRACOES VISUAIS
2017 SEQUENCIAS NUMERICAS A PARTIR DA GEOMETRIA FRACTAL
PARA LICENCIANDOS EM MATEMATICA
2017 O GEOGEBRA 3D NA CONSTRUCAO DA PIRAMIDE A PARTIR DE
SEU TRONCO: REGISTROS DE REPRESENTACAO SEMIOTICA
2018 SOLIDOS E SUPERFICIES DE REVOLUCAO COM AUXILIO
DO SOFTWARE GEOGEBRA
2019 CONHECIMENTO PEDAGOGICO DO CONTEUDO NO ENSINO DE GEOMETRIA
ELEMENTAR: CONTRIBUICOES DE UM ESPACO FORMATIVO
CONTRIBUICOES DA COMPREENSAO RELACIONAL E DA INSTRUMENTAL
2020 EM ATIVIDADES ENVOLVENDO GRANDEZAS E MEDIDAS
NO ENSINO FUNDAMENTAL
GEOMETRIA FRACTAL NA COMPREENSAO E EXPLORACAO DE
2025 PROGRESSOES GEOMETRICAS: UMA POSSIBILIDADE DE ANALISE,

DE PADROES E DE ESTRUTURAS MATEMATICAS

Fonte: autoria prépria.

1 Os titulos estdo com link que permite acessar os trabalhos completos.
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Podemos observar as trés primeiras dissertagdes, realizadas no
mesmo periodo e concluidas em 2013, com certa diversificacdo da Geo-
metria envolvida. A primeira, de autoria de Guilherme Bagggio Marin, foi
realizada por um professor de Matematica atuante tanto no Ensino Médio
quanto no Superior. Ele investigou as contribui¢cdes do software presente
a época, Cabri Géometre 3D, com 29 alunos do 32 ano do Ensino Médio.
A pesquisa comprovou as vantagens do uso do software na visualizagao
das secoes planas obtidas em um cubo por planos que interceptam suas
arestas, sendo elaborado um tutorial disponibilizado ao publico em ge-
ral. Aqui ja se mostra a importancia do uso de um recurso tecnologico no

ensino e na pesquisa.

A segunda dissertacao, de autoria de Davi Cezar da Silva, abordou o
ensino da Geometria para alunos com deficiéncia visual. Foram investiga-
das as dificuldades dos pesquisados com relacao aos materiais de baixo
custo disponiveis e adequados, bem como a construcdo de outros recursos.
A pesquisa concluiu que os materiais desenvolvidos pelo pesquisador evi-
denciaram o preenchimento de algumas lacunas que ainda perduram em
relacdo aos conteudos de Geometria para esta clientela. Foi gravado um
video disponibilizado no site da Universidade Franciscana.

Como ja citado antes, a Topologia é uma parte da Geometria muito
pouco explorada no curriculo da Licenciatura em Matematica. A terceira
dissertacao, de autoria de Erildcia Souza da Silva, intitulada Intuicao e pro-
priedades topologicas com um grupo de professores, mestrandos de um
mestrado profissionalizante em Ensino de Fisica e de Matematica. Explo-
rou habilidades intuitivas em uma oficina com esses mestrandos envolven-
do propriedades topologicas basicas, como o pintar um mapa com quatro
cores e outras. Os participantes, todos também professores no Ensino Ba-
sico, manifestaram grande interesse por uma outra abordagem da Geome-
tria, a qual desconheciam.

Em 2015, foram duas dissertacdes concluidas. Leticia dos Santos
Fogaca utilizou a Teoria dos Registros de Representacdao Semidtica junta-
mente com Geometria Dinamica para o ensino de congruéncia de figuras
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geométricas planas, investigando alunos de uma Licenciatura em Matema-
tica. A autora elaborou quatro unidades didaticas que conduziram a cons-
trucdo do conceito de congruéncia de figuras planas e dos casos classicos
de congruéncia de tridngulos por meio de diferentes registros de repre-
sentagdo, tais como: registro figural, mental, computacional, discursivo e
algébrico. Percebemos aqui a importancia de tal abordagem para evitar o
citado anteriormente sobre o encontrado em livro didatico.

Neste dltimo ano, a dissertacao de Helenara Machado abordou a Ge-
ometria do Taxi em uma pesquisa realizada com alunas de um curso de
Ensino Médio voltado a formacao de professores dos Anos Iniciais. Foram
aplicadas atividades diversas como deslocamentos em cidades urbaniza-
das, utilizando protétipos elaborados em malha quadriculada, o que per-
mitiu as participantes compreenderem que a Geometria Euclidiana nao
era suficiente para a aprendizagem destes conceitos em situacgdo real. Ao
observarmos atualmente o RCNE], verificamos ser esta uma das habilida-
des necessarias para o ensino de Geometria neste nivel, como citado ante-

riormente.

No ano de 2016, duas novas dissertagcoes foram concluidas, sendo
uma das Geometrias Nao-Euclidianas (Hiperbdlica) se fez presente no
trabalho de Hiago Portella de Portella. O mestrando buscou usufruir dos
avancos tecnoldgicos, utilizando equipamentos e programas computacio-
nais, como o GeoGebra, apoiado pelo uso de tablets distribuidos aos alunos
e computadores da escola (conectados a internet) em um projeto de inicia-
cdo cientifica junior. O software foi utilizado para a retomada de conceitos
euclidianos. A pesquisa conclui que os alunos do 72 ano do Ensino Fun-
damental conseguiram compreender o modelo de Poincaré de uma Geo-
metria Hiperbdlica facilitado pelas construcdes no GeoGebra, bem como o
professor, entdao mestrando, adquirindo novas formas de ensino.

Ainda neste mesmo ano, uma segunda dissertacdo abordou uma das
geometrias nao euclidianas, a Geometria Sintética, concluida por Nadia
Roberta Quaini Bresolin, a qual também utilizou o GeoGebra, a exemplo
da dissertacdo anterior. Foi constatado na investigacdo que o software au-
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xiliou no desenvolvimento de habilidades criativas, intuitivas e visuais em
demonstracgoes, o que significa explorar a Geometria Sintética.

Foi aplicada uma oficina com alunos do 12 ano do Ensino Médio, en-
volvendo quatro teoremas de Geometria Plana, escolhidos aleatoriamente
e viaveis para o nivel de ensino. Foi constatado que o desenvolvimento da
criatividade, o uso do pensamento intuitivo e a visualizacao como forma de
analisar a exploragdo de ideias na formula¢do de conjecturas contribuiram
para a construcao dos teoremas, propiciando uma aprendizagem signifi-
cativa. Além disso, indica Geometria Sintética como uma forma de realizar
demonstracoes logicas de teoremas, desenvolvendo habilidades de argu-
mentacao e justificativas.

Em 2017, novamente duas dissertacdes foram concluidas, sendo a
primeira de Barbara Regina da Silveira Batista, que abordou mais uma ge-
ometria ndo euclidiana - Geometria Fractal. Foi realizada uma pesquisa
com alunos do Ensino Superior e objetivou-se averiguar as contribui¢oes
que esta geometria pode oferecer para introduzir o contetido de sequén-
cias numéricas na Licenciatura em Matematica. Além disso, afirma que ela
permite a integracao de varios campos da Matematica e de outras cién-
cias e, quando inserida no ensino, pode desenvolver o lado experimental
dos alunos e entender Geometria como facilitadora para a apropriacao de
conceitos de sequéncias numéricas. Previamente a aplicagao com alunos, a
investigadora aplicou atividades com colegas professores da mesma insti-
tuicdo com experiéncias em varias disciplinas como Calculo etc. Esses des-
conheciam a tematica. Embora todos os alunos participantes ja houvessem
concluido as disciplinas de Calculo, registraram a importancia deste con-
teddo fractal para a efetiva aprendizagem dos conceitos relacionados as
sequéncias.

A segunda dissertacao defendida neste ano foi de Anne Desconsi
Hasselmann Bettin, e envolveu estudantes do 32 ano do Ensino Médio na
abordagem dos Registros de Representacao Semiotica a partir de um pro-
blema gerador sobre tronco de piramide. Foi utilizado o GeoGebra 3D no
desenvolvimento da pesquisa, bem como registros em papel. As atividades
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foram divididas em trés etapas, onde se procurou analisar, na etapa I, os
conhecimentos prévios do aluno; na etapa Il, os registros e o raciocinio do
aluno com o material manipulavel e, na etapa IlI, os registros e o raciocinio
do aluno com o uso do software GeoGebra 3D. Partiu da compreensao do
material concreto para a utilizacao das tecnologias. Os resultados mostra-
ram que as atividades propostas contribuiram para revisar conceitos ba-
sicos de Geometria, para a constru¢ao e compreensao de novos conceitos,
na visualizacao do objeto em diferentes formas de representacao, estimu-
lando a visualizacdo e a aprendizagem.

Em 2018, Dionatan Oliveira Nadalon defendeu dissertacao intitu-
lada Sélidos e Superficies de Revolucdo com auxilio do GeoGebra. O uso
deste software de acesso livre e constante incrementacao tém levado os
estudantes a optarem por recorrer a ele para investigar atividades que,
muitas vezes, eram realizadas no ambito tedrico com alguns recursos
materiais. A aplicacao foi realizada com um grupo PIBID, sendo inicial-
mente solicitado que diferenciassem no proprio GeoGebra poligono de
regido poligonal bem como superficie de sélido de revolucao. A primeira
diferenciacao ja foi objeto de discussao nos pressupostos teoricos do ca-
pitulo. A dissertacdo buscou também realizar adaptacdes de questdes do
ENEM ao GeoGebra. Por sua vez, um dos participantes analisados cursa-
va a Licenciatura em Matematica e outro era professor da escola basica.
Foi concluido sobre o fato de o software ser um meio viavel para desen-
volver e facilitar a visualizacdo de problemas geométricos envolvendo
superficies e sélidos de revolucao. Constatamos aqui a relevancia em uti-
lizar recursos atuais para o ensino de Geometria, fugindo ao mero uso de
férmulas e demonstracdes.

Em 2019, novamente uma unica dissertacao é defendida com au-
toria de Débora da Silva de Lara, que investiga o Conhecimento Pedago6-
gico do Conteudo - PCK no ensino de geometria elemental em um espa-
co formativo. Apoiada nesta teoria, a autora realiza um estudo com um
grupo de professores em um mestrado profissional envolvendo aqueles
com formagdao em Pedagogia. Os resultados da analise dos videos com
os debates e realizacao de atividades, gravados durante a aplicacdao da
pesquisa, mostram haver a necessidade de atividades como as aplicadas,
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durante a formacao inicial do pedagogo, envolvendo conteliddos matema-
ticos voltados para a atuagao desses professores.

No ano de 2020, foi defendida a dissertagdo de Fabielli Vieira de July,
que abordou a compreensao relacional e a compreensao instrumental da
teoria de Skemp, um dos pioneiros na tematica da Psicologia envolvendo
a Educacao Matematica. Apo6s uma revisao criteriosa sobre pesquisas re-
lativas ao tema Grandezas e Medidas voltadas aos Anos Iniciais do Ensino
Fundamental, foi realizada uma atividade com estudantes deste nivel de
escolaridade e realizada anadlise relativa aos dois tipos de conhecimentos
indicados na realizagao das tarefas, o que mostrou a importancia dada por
eles sobre a compreensao de conceitos de modo relacional. Isso possibili-
tou conexodes entre conhecimentos cotidianos e conhecimentos mais for-
mais, por meio das atividades propostas naquele momento.

Com a criagao do doutorado na instituicdao, houve uma reducao no
mestrado, sendo a dltima orientada por mim concluida em 2025, escrita
por Uilson David de Oliveira e intitulada Geometria Fractal na compre-
ensdo e explicacdo de progressdes geométricas: uma possibilidade de
analise, de padroes e de estruturas matematicas. O autor objetiva reali-
zar, aplicar e analisar um estudo de conceitos de Geometria Fractal em
Progressao Geométrica direcionado aos Anos Finais da Educacao Basica.
Foi proposto um Produto Educacional constituido de uma sequéncia de
ensino a ser realizada com professores da rede de ensino de Roraima. A
andlise prévia na literatura mostrou que ha muito pouca producao esta-
belecendo conexdes entre Geometria Fractal e sequéncias numeéricas. As-
sim, esta geometria ndo euclidiana pode ser um elemento desencadeador
do estudo de sequéncias em varios niveis de escolarizacgao.

Descrevemos até aqui um total de treze dissertacdes orientadas na
Universidade Franciscana em que atuamos como professor do Progra-
ma de P6s-Graduacao em Ensino de Ciéncias e Matematica - PPGECIMAT,
todas elas na area de Geometria. Os trabalhos avancaram, por exemplo,
desde o Cabri ao GeoGebra como tecnologia relevante para o ensino de
Matematica.

Por sua vez, constam também investigacdes que vao desde a Geo-
metria Plana e Espacial até geometrias nem sempre utilizadas na forma-
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cdo inicial do professor de Matematica, como a Geometria do Taxi (inclu-
sive na formacao de professores do Magistério ao nivel de Ensino Médio).
Perpassam os diversos modelos nao euclidianos - Esférica, Hiperbdlica,
Sintética, do Taxi.

Também podemos constatar as diversas pesquisas envolvendo tan-
to estudantes em acao continuada em um mestrado quanto professores
das redes de ensino e licenciandos em Matematica, além de alunos da
Escola Basica.

Passamos, neste momento, a indicar no Quadro 2 os trabalhos orien-
tados ao nivel de doutorado com as respectivas tematicas de cada um.

Teses de doutorados

O Quadro 2 contém uma sintese das teses de doutorado orientadas

nos I‘ESPECtiVOS dnos.

Quadro 2 - Teses de doutorado orientadas?

Data Titulo da tese

INVESTIGACAO DE ASPECTOS DA COMPREENSAO RELACIONAL E DA

2020 INSTRUMENTAL EM GEOMETRIA ESFERICA

POSSIBILIDADE DE INSERCAO DA GEOMETRIA FRACTAL NA
LICENCIATURA EM MATEMATICA DO IFFAR

TRANSFORMACOES ADAPTATIVAS EM CONTEUDOS DE GEOMETRIA
2021 ANALITICA: UM ESTUDO DE CASO ENVOLVENDO
TRANSPOSICAO DIDATICA

O GRUPO DE ESTUDOS E PESQUISAS EM GEOMETRIA (GEPGEO)

2023 COMO UM ESPACO DE APRENDER DOCENTE: CONTRIBUICOES NO
DESENVOLVIMENTO DO CONHECIMENTO MATEMATICO PARA O ENSINO
MATEMATICA E ARTES: ANAMORFISMO NO ENSINO INTERDISCIPLINAR

DE GEOMETRIA
ESPACO DE TRABALHO GEOMETRICO: CONTRIBUICOES PARA O ENSINO E
A APRENDIZAGEM EM TOPICOS DE SUPERFICIES PARAMETRIZADAS

APREENSOES FIGURAIS NO ESTUDO DA GRANDEZA GEOMETRICA AREA:

2025 UMA INVESTIGACAO COM PROFESSORES DE MATEMATICA

DOS ANOS FINAIS DO ENSINO FUNDAMENTAL

2020

2023

2024

Fonte: autoria proépria.

2 (s titulos estdo com link que permite acessar os trabalhos completos.
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As duas primeiras teses, por mim orientadas, foram defendidas no
ano de 2020. Com o titulo INVESTIGACAO DE ASPECTOS DA COMPREEN-
SAO RELACIONAL E DA INSTRUMENTAL EM GEOMETRIA ESFERICA, a
mesma teve por autora Jussara Aparecida da Fonseca. A pesquisa realiza-
da pela autora teve por objetivo analisar como alunos de uma licenciatura
em Matematica compreendem relacdes métricas em triangulos esféricos a
partir das relacdes euclidianas. E importante o conhecimento de uma Geo-
metria Nao-Euclidiana, no caso a Esférica, para a compreensao da préopria
Euclidiana. Para fundamentar o estudo, foi utilizada a teoria de Richard
Skemp sobre as compreensdes relacional e instrumental, como ja descrita
em uma das dissertacdes. Foram realizadas tarefas organizadas em ativi-
dades exploratdrias no plano euclidiano, na superficie esférica e em tri-
angulos esféricos. Aquelas realizadas no plano visavam recordar alguns
conceitos da Geometria Euclidiana, de modo a, posteriormente, verificar
sua existéncia sobre a superficie esférica e, por fim, as tarefas envolvendo
triangulos esféricos focaram-se na obtencao de algumas de suas relagoes
e propriedades. Com base em critérios apontados nas investigacdes mate-
maticas e nos tipos de compreensao, evidenciaram aspectos da compreen-
sdo relacional de topicos da Geometria Esférica, em especial, de relagoes
meétricas em triangulos esféricos. Os topicos trabalhados possibilitaram
aos participantes outra visao sobre o desenvolvimento tanto do conheci-
mento geométrico quanto da prépria Matematica, pois a partir deles vis-
lumbraram a existéncia de outro modelo geométrico, diferente, mas tao
consistente quanto o da geometria euclidiana.

Ainda no mesmo ano, Mauricio Ramos Lutz defendeu sua tese dou-
toral intitulada POSSIBILIDADE DE INSERCAO DA GEOMETRIA FRACTAL
NA LICENCIATURA EM MATEMATICA DO IFFAR. O objetivo da pesquisa foi
investigar possibilidades de insercdo de no¢des de Geometria Fractal nos
cursos de Licenciatura em Matematica do Instituto Federal de Educacao,
Ciéncia e Tecnologia Farroupilha. Um dos fatores que levaram o autor a
pesquisar foi a falta de outras geometrias no curriculo do curso em que
atua, constando somente Geometria Euclidiana e Analitica. Também levou
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em conta pesquisa em que poucos sao os cursos de Licenciatura em Ma-
tematica no Brasil em que consta esta tematica. A pesquisa apoiou-se em
Raymond Duval, em que aplicou uma sequéncia de atividades em forma
de oficinas explorando as tecnologias digitais, ou seja, exploratorias com
o GeoGebra, reunindo trés elementos basicos: uma geometria nao eucli-
diana; uma teoria relevante explorando os varios tipos de registros e um
software atual. A tese inspira reformulacdes do curso em questdo para al-
teracoes curriculares com inclusdo de novas geometrias.

Em 2021, foi a vez de Reginaldo Fabiano da Silva Afonso. Defendeu
a tese com o titulo de TRANSFORMACOES ADAPTATIVAS EM CONTEUDOS
DE GEOMETRIA ANALITICA: UM ESTUDO DE CASO ENVOLVENDO TRANS-
POSICAO DIDATICA. A pesquisa de Reginaldo surgiu a partir de sua prati-
ca no Ensino Superior ao verificar o estado do conhecimento encontrado
sobre o ensino de Geometria Analitica e a necessidade percebida sobre a
Transposicdo Didatica e Situacoes Didaticas necessarias a serem realiza-
das no seu ambiente de trabalho. Houve a busca em descrever as organi-
zacOes matematicas e as organizacoes didaticas apresentadas nos livros
que compodem a bibliografia basica de um curso de graduagao ofertado por
uma instituicdo de ensino superior em relagdo ao ‘saber ensinar’ conicas,
tendo em vista que essa habilidade pedagégica entra como um elemen-
to estruturante do conhecimento cientifico. Em seguida, buscou entender
como a implementacao das fases das Situa¢des Didaticas pode influenciar
no processo de aprendizagem do saber a ensinar conicas por meio de ati-
vidades interdisciplinares, investigando egressos do Curso de Engenharia
Ambiental e Sanitdria. Foi aplicada a pesquisa em alunos do Curso de En-
genharia Ambiental e Sanitaria da Universidade Federal do Pampa/Cam-
pus Cagapava do Sul, regularmente matriculados na instituicao, os quais
tinham interesse e disponibilidade para participar do programa de moni-
toria voluntaria, na modalidade pesquisa. Os resultados mostraram a im-
portancia de empregar a transposicao do conhecimento formal matemati-

CO para o ensino.
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Em 2023, foram duas as teses concluidas, sendo a primeira com o
titulo O GRUPO DE ESTUDOS E PESQUISAS EM GEOMETRIA (GEPGEO)
COMO UM ESPACO DE APRENDER DOCENTE: CONTRIBUICOES NO DE-
SENVOLVIMENTO DO CONHECIMENTO MATEMATICO PARA O ENSINO,
defendida por Gabriel de Oliveira Soares. A pesquisa buscou retratar a
importancia para a formacgao de professores de Matematica na participa-
¢ao em um grupo de pesquisa e ensino. Associou a isso a Base do Conhe-
cimento Matematico para o Ensino, de autoria de Ball, Thames e Phelps
(2008). O Grupo de Estudos em Pesquisas em Geometria - GEPGEO, com
13 integrantes, serviu para a analise da pesquisa. Foram coletados 31 en-
contros periddicos do grupo, realizados no periodo de setembro de 2019
adezembro de 2020, por meio de videos gravados e analisados de acordo
com a metodologia proposta por Powell, Francisco e Maher (2004). Além
disso, uma narrativa autobiografica foi desenvolvida a fim de estabelecer
contribuicdes pessoais da participacao no grupo. A partir das analises,
foi possivel constatar que a participacao no GEPGEO promoveu a mobili-
zacdo dos seis dominios do conhecimento Matematico para o Ensino pro-
postos pelos autores, além de elencar contribui¢cées no aprofundamento
de conhecimentos teoricos e praticos acerca da Matematica e do ensino
desse componente curricular para seus participantes. Por fim, reafirma
o potencial formativo que espacos colaborativos de professores tém em
vistas ao desenvolvimento profissional de seus participantes.

A segunda deste mesmo ano teve autoria de Jonhatam da Silva Aqui-
no e intitulou-se MATEMATICA E ARTES: ANAMORFISMO NO ENSINO
INTERDISCIPLINAR DE GEOMETRIA. Originou-se a partir de sua prati-
ca como professor do Ensino Médio e das dificuldades encontradas pe-
los seus alunos na realizacao das questoes relativas ao Exame Nacional
do Ensino Médio - ENEM, uma vez que envolvem visualizacao de forma
acentuada, objeto da Geometria. Ao perceber isso, julgou oportuno traba-
lhar interdisciplinarmente com Artes e buscou explorar os anamorfismos
e responder a seguinte pergunta: Como alunos do Ensino Médio podem
estabelecer relacdes entre Geometria e Artes utilizando anamorfismos?
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Para alcancar esse propdsito, foram delineados objetivos especificos que
incluem o desenvolvimento de anamorfismos utilizando recursos manuais
e tecnoldgicos; investigar os contetidos matematicos subjacentes a criacao
dessas representagoes visuais, analisar os anamorfismos produzidos pelos
alunos, promover o desenvolvimento da visualizacdo geométrica em obje-
tos e figuras do cotidiano, fomentar uma atividade interdisciplinar entre
Matematica e Artes por meio dos anamorfismos, e finalmente, avaliar o
feedback dos participantes quanto a sua aprendizagem. A estimulacao da
criatividade e verificacdo de que a visualizacdo matematica pode ser de-
senvolvida de maneiras nao usuais foram os principais resultados conclu-

idos pelos estudantes.

Ja no ano de 2024, a tese foi de Anne Desconsi Hasselmann Bettin
e teve o titulo ESPACO DE TRABALHO GEOMETRICO: CONTRIBUICOES
PARA O ENSINO E A APRENDIZAGEM EM TOPICOS DE SUPERFICIES PA-
RAMETRIZADAS, sendo fundamentada na Teoria dos Registros de Repre-
sentacao Semiotica (TRRS) de Duval. A autora fez sua pesquisa envol-
vendo alunos do programa de pds-graduacdao em que atua. As atividades
foram estruturadas com o envolvimento de sélidos e superficies parame-
trizadas e, especialmente, superficies cilindrica e esférica. Foi construido
um Espaco de Trabalho Geométrico (ETG) segundo Kusnik para elabora-
cdo de cada um com o auxilio do GeoGebra e com a analise dos constru-
tos de cada um dos participantes. Os diferentes tipos de representagoes
foram realizados, conversoes de representacdes semidticas ancoradas na
triplice analise sugerida por Duval e adaptada para o ETG criado. Con-
cluiu-se a pesquisa, evidenciando, dentre outras contribui¢coes do pre-
sente ETG envolvendo a TRRS, que este favoreceu o desenvolvimento de
conhecimentos geométricos para o entendimento e a resolu¢ao de pro-
blemas em topicos de superficie parametrizada, partindo da visualizacao

para a construcao de conceitos e propriedades.

Finalizando, a tese de Juliana Gabriele Kefer com o titulo APREEN-
SOES FIGURAIS NO ESTUDO DA GRANDEZA GEOMETRICA AREA: UMA
INVESTIGACAO COM PROFESSORES DE MATEMATICA DOS ANOS FINAIS
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DO ENSINO FUNDAMENTAL foi defendida em 2025. A investigacao en-
volveu o conceito de area de figuras planas da Educagao Basica e teve
como objetivo geral analisar como atividades pautadas nas apreensodes
figurais e no modelo tedrico de area como grandeza geométrica podem
contribuir para a compreensao do processo de ensino e de aprendizagem
de Geometria por professores de Matematica dos Anos Finais do Ensino
Fundamental. Envolveu a analise de questoes da OBMEP; e um curso de
extensao com professores de Matematica da Educacao Basica. Sobre pos-
siveis contribui¢des das atividades realizadas no curso de extensao para
sua pratica docente, os principais aspectos mencionados foram quanto
as modifica¢Oes nas figuras, aspectos visuais de forma geral, e relaciona-
dos com os recursos didaticos.

Em relacdo as teses de doutorado e a sintese das mesmas, conforme
Quadro 2 e descrigoes feitas, podemos observar que ja na primeira delas
uma Geometria Nao-Euclidiana classica foi abordada, ou seja, uma inves-
tigacdo em Geometria Esférica, incluindo aspectos importantes da trigo-
nometria nesta geometria assim como outras relagdes comparativas com
a Geometria Euclidiana o que produziu um efeito positivo nos individuos
investigados que julgaram oportunas, pertinentes e atrativas as atividades
realizadas. A Geometria Fractal, abordada na segunda tese concluida, pode
ilustrar como alguns fractais podem estabelecer relagdes geométricas im-
portantes para o ensino de diversos conteidos de Geometria que constam
de orientacoes curriculares e que podem ser realizadas com construgoes
geométricas relativamente simples e importantes de serem exploradas
com ferramentas tanto usuais como régua, esquadros, transferidores
quanto com recursos tecnolégicos como o GeoGebra.

A terceira tese defendida correspondeu a uma retomada sobre o
ensino de Geometria Analitica e sua utilizagdo em cursos de formacao
inicial em Engenharia, ilustrando como poucas sdo as inovagoes utiliza-
das para a realizacdo de transposicao didatica entre o que é feito na for-
macao inicial do professor de Matematica e o que €, de fato, utilizado na
sala de aula de um determinado curso investigado, em especifico, bem
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como busca na literatura. A quarta tese descreveu a importancia de um
grupo de estudos para o desenvolvimento de determinada area do co-
nhecimento. Esta foi a tematica desta tese em relacao ao Grupo de Estu-
dos e Pesquisas em Geometria, que tem produzido trabalhos importantes
mostrando o quanto pessoas reunidas em uma mesma tematica podem
produzir bons resultados para o ensino, no caso, em Geometria.

Se houve com frequéncia dizer que a Geometria esta em toda par-
te. No entanto, sdo poucas as investigacoes realizadas concretamente de
forma interdisciplinar. A quinta tese ilustrou como é possivel estabelecer
esta relacdo entre Geometria e Artes utilizando os anamorfismos para o
desenvolvimento de Geometria no Ensino Médio. A sexta tese abordou a
criacao de um Espaco de Trabalho Geométrico em que curvas e superficies
parametrizadas puderam ser abordadas em um nivel superior para a Geo-
metria. Para isso foram criadas atividades utilizando o software GeoGebra.

Por fim a mais recente tese fez uma pesquisa exploratdria sobre ques-
toes do ENEM a fim de analisar as compreensdes figurais sobre a grandeza
area envolvendo um grupo de professores atuantes na escola basica em
forma de oficina pedagogica.

Para finalizar as orientac¢des realizadas por nossa pratica pedagogica,
no Quadro 3, ilustramos 3 orientacoes de pdés-doutorado realizadas.

Trabalhos em pds-doutorado

Quadro 3 - Orientagdes de pos-doutorado realizadas

Data Orientandos Tematica

. A VISUALIZACAO COMO UMA FERRAMENTA DE
Dra. Carmen Vieira .
2019 Mt APRENDIZAGEM EPISTEMICA E O POTENCIAL
athias DIDATICO DAS TECNOLOGIAS DIGITAIS

Dr. Sérgio Bermudo

2022 REPRESENTAC()ES GRAFICAS
Navarrete
2003 Dr. Mauricio Ramos | A VISUALIZACAO PARA DESENVOLVER O PENSAMEN-
Lutz TO GEOMETRICO NA RESOLUCAO DE PROBLEMAS

Fonte: autoria proépria.
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A primeira orientacdo em pds-doutorado foi de Carmen Vieira Mathias
e seu projeto teve o titulo acima citado em que a orientanda se baseou em
Hilbert e Cohn-Vossen (1983) ao enfatizarem que, com a ajuda da intuig¢do
e da visualizagdo, € possivel esclarecer uma variedade de fatos e problemas
de Geometria, e além disso, em muitos casos tais capacidades podem forne-
cer um esbogo que possibilita métodos de investigacao e prova. A referida ¢
professora da Universidade Federal de Santa Maria, onde atua na formacao
de professores de Matematica e busca avangar suas pesquisas ao nivel mais
avangado e como participa do GEPGEOQ, percebeu ampliar seus conhecimen-
tos para alcancar seu objetivo. Dra. Carmen teve o objetivo de investigar se a
visualizagdo pode ser uma ferramenta de aprendizagem epistémica ao utilizar
o potencial didatico das tecnologias digitais ao ensinar/aprender Geometria.
Culminou com a publicacdo do artigo “Desatando nds: desenvolvendo a vi-
sualizagdo a partir de experimentos com cordas torcidas” publicado na revista
Zetetiké, em 2023. Continua atuando na areca de forma efetiva e contribuindo

para o ensino de Geometria na regiao € no pais.

O segundo orientando de pos-doutorado foi o Dr. Sergio Bermudo Navar-
rete, da Universid Pablo de Olavide em Sevilla — Espanha. Veio buscar minha
orientacdo e realizou um trabalho bastante interessante em uma tematica que
sdo as representacoes graficas. Desenvolveu suas atividades na UFN, onde mi-
nistrou algumas atividades relativas a teméatica para meus alunos em uma dis-
ciplina de Geometria de minha responsabilidade. O Dr. Sérgio proferiu palestra
para professores do programa e para os participantes do GEPGEO. Além disso,
desenvolveu-se no aprofundamento da tematica em estudos conjuntos, incluin-
do intercambios com colegas da Colombia e México. Isso nos levou a produzir
o artigo intitulado “Representacion Grafica: recurso heuristico-didactico para
la ensefianza-aprendizaje de la Matematica™, o qual foi publicado em 2024 em

conjunto com um colega colombiano, outro espanhol e nos dois.

O Dr. Mauricio Ramos Lutz, do Instituto Federal Farroupilha, da cidade
de Alegrete, no sul do Brasil, cumpriu com os objetivos propostos, tendo-os
desenvolvido com competéncia e muita produtividade. Além de participar de

3 NAVARRETE, S. B. (Sergio Bermudo Navarrete)\. https://revistas.tec.ac.cr/index.php/mate-
matica/article/view /7243 2024
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bancas de dissertagdo/tese e organizacao de eventos na instituicdo de origem
e na Universidade Franciscana. Houve produgao cientifica, algumas ja publi-
cadas e outras em conexdo com membros do Grupo de Ensino e Pesquisas
em Geometria no qual tem efetiva participagdo desde antes do ingresso neste
projeto. Foram publicados em 2023 dois e-books juntamente com o orienta-
dor: A visualizagdo para desenvolver o pensamento geométrico na resolugao
de problemas®. O segundo foi um livro eletronico Geometria fractal com apoio
dos registros de representagdo semioética e da tecnologia educacional’. Além de
trabalhos diversos publicados em eventos, houve continuagdo da parceria para
além do tempo do pos-doutorado como a publicagdo em 2025 do artigo intitula-
do Pensamento geométrico, visualiza¢ao e imaginacao no ensino de geometria:

estratégias com materiais concretos na formagao de professores®.

CONSIDERACOES FINAIS

Neste capitulo, abordamos uma visao geral a respeito do que temos
feito em termos do ensino de Geometria por meio de orientagdes reali-
zadas na Universidade Franciscana de Santa Maria, na regido central do
estado do Rio Grande do Sul, Brasil, e que se expandiram para outros lo-
cais nacionais e até mesmo internacionais. Ao todo foram, 13 dissertacoes
envolvendo diversas tematicas na area, 07 teses de doutorado e 03 de pés-
-doutorado. Neste momento temos 03 teses em andamento.

Como analisado em cada trabalho, exploramos com maior intensi-
dade possibilidades de utilizar geometrias nao euclidianas para o ensino
desta tematica nos mais diversos niveis.

Até o presente, foram orientadas todas na area de Geometria, com
uma énfase nas duas classicas Nao-Euclidianas: Esférica e Hiperbdlica, ofe-
recendo possibilidades de explorar os modelos de Poincaré e de Klein, o
que pode ser feito com o uso de software.

Geometria Fractal e Geometria do Taxi foram outras duas nao

euclidianas estudadas com producao cientifica e publicadas em diversos

* https://www.terried.com/_files/ugd/03aaa5_14becb298ec64135a83d614a5efbc3al.pdf
> https://www.terried.com/_files/ugd/03aaa5_587592cb837a486a96c0da5dfacc5930.pdf
¢ https://periodicos.unespar.edu.br/rpem/article/view/10095
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periddicos. Outras tematicas geométricas foram também utilizadas em
trabalhos de pés-doutorado, incluindo um professor espanhol, ampliando
o leque de nossas pesquisas.

No presente momento, estamos com trés teses em orientagao tra-
tando sobre a Teoria de Van Kiele em pesquisa com professores da rede
de ensino de Roraima. A segunda analisa os gestos no ensino de Geome-
tria envolvendo futuros professores de Matematica e a terceira tratara da
criatividade no ensino de Geometria.

Além disso, nossas pesquisas tém buscado explorar a criatividade,
a intuicdo, a imaginacao e a visualizagao em Geometria, isso tanto en-
volvendo seres humanos quanto a percepcao de Geometria encontrada
em ambientes naturais como o formato em arbustos na ornamentac¢ao
de jardins (toros, paraboloides etc.) quanto nos elaborados pelo homem
(Geometria em lixeiras, em construcdes etc.). Isso tem levado a uma pro-
cura de novas alternativas de observar como a Geometria, de fato, se en-
contra ao nosso redor e nao somente nos materiais de uso comum, como
é frequente se observar em artigos que ilustram o fazer o ensino da area
com a utilizacdo de recursos que estao ao redor, como embalagens, o que
nao inviabiliza este processo de ensino também visual. Entretanto, en-
tendemos como visualizacdo um processo de maior abrangéncia, ou seja,
um constructo mental, o que favorece sobremaneira a aprendizagem de
individuos com deficiéncia visual.

Dessa forma, concluimos que inovacgdes para o ensino de Geometria
estdo sendo tratadas em nossa instituicao e que estao surtindo efeitos, pois
nossos egressos continuam produzindo conjuntamente conosco e levando
os conhecimentos adquiridos em suas pesquisas e praticas profissionais
em suas acoes no ambiente em que atuam e participacao em eventos.
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CAPITULO 2

Logica matematica, legislacao, litigio,
ludicidade e laboratorios na formacao
do professor que ensina Geometria

Resumo: O presente capitulo trata de circunstancias vivenciadas pela autora,
durante quase cinco décadas, no ambito dos Cursos de Matematica da Univer-
sidade Federal Fluminense (UFF), na cidade de Niteroi, Brasil. Relata a consti-
tuicdo e evolugdo do curso de Licenciatura sujeitas as limitacdes da legislagao
brasileira e ao embate entre docentes com perspectiva educacional compati-
vel com o Movimento da Matematica Moderna e contrarios a ele, no ensino das
disciplinas. Apresenta a perspectiva educacional da autora relativa a aprendi-
zagem significativa para a criacdo de um laboratério de Educacdao Matematica
singular, cujas a¢des contribuiram para a melhoria do ensino de Geometria.

Palavras-chave: Formacao de professores. Laboratorio de Ensino de Geome-
tria. Aprendizagem significativa.

Resumen: Este capitulo analiza las circunstancias vividas por la autora
durante casi cinco décadas en los cursos de Matematicas de la Universidad
Federal Fluminense (UFF), en la ciudad de Niterdi, Brasil. Relata la constitucion
y evolucién del curso de pregrado, sujeto a las limitaciones de la legislacion
brasilefia y al choque entre profesores con perspectivas pedagogicas
compatibles y opuestas al Movimiento de Matematicas Modernas en la
ensefianza de la materia. Presenta la perspectiva pedagogica del autor sobre el
aprendizaje significativo para la creacién de un laboratorio tinico de Didactica
de las Matematicas, cuyas acciones contribuyeron a la mejora de la ensefianza
de la Geometria.

Palabras-clave: Formacion docente. Laboratorio de Ensefianza de Geometria.
Aprendizaje significativo.
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INTRODUCAO

Em um livro que trata do ensino de Geometria na América Latina,
nao se poderia deixar de mencionar as circunstancias e algumas das con-
sequéncias da implantagao da Licenciatura em Matematica junto ao Unico
Departamento de Geometria instituido em uma universidade publica bra-
sileira. Este texto trata de alguns substantivos iniciados pela consoante “L’
e de como eles, metaforicamente, impactaram a formacgao do professor e o
ensino de Geometria durante a atuacdo da autora, por quase 5 décadas, de
1970 a 2018, no ambito dos Cursos de Matematica da Universidade Fede-
ral Fluminense (UFF) na cidade de Nitero6i, na regido metropolitana do Rio

de Janeiro, Brasil.

Os temas objeto deste relato sao: a Logica Matematica nos cursos da
UFF; a Legislacao brasileira e suas consequéncias; o Litigio entre o forma-
lismo e a aprendizagem significativa; a importancia e as limitagdes da Lu-
dicidade e os Laboratorios de Ensino e de Educacao Matematica. Relata-se
como esses temas influenciaram a formacao de professores de Matematica
na UFF, no caminho do licenciando ou do professor em exercicio, entre o
desencanto e o encantamento, a partir das circunstancias vivenciadas nes-
ta formacado. Apresentam-se as a¢oes realizadas e os desafios enfrentados
em um especifico laboratério de ensino de Geometria no qual futuros pro-
fissionais ou profissionais em formagado continuada eram levados a tomar
consciéncia, com o auxilio da Geometria, de suas proprias dificuldades na
aprendizagem dos conceitos matematicos, com vistas ao entendimento
das dificuldades potencialmente apresentadas por seus aprendizes, tanto
criangas como jovens ou adultos.

Embora a autora ja tenha divulgado diversos relatos versando sobre
os temas aqui narrados, como em Kaleff (2001, 2012, 2016 a, 2024), ela
acredita ainda ser valido documentar circunstancias, fatos e desafios do
passado, com seus erros e acertos, para que estes nao caiam no esqueci-
mento e possam servir de preceito no futuro. Muitos dos fatos ja narrados,
ainda que apresentados em formato digital ou em midia virtual, tém sido

38



Ensino de Geometria na América Latina:
pesquisa, ensino e formacgao docente

desconsiderados nos ambientes académicos. Isso acontece ou por negli-
géncia das instituicoes mantenedoras dos sites que, por alguma razao, os
eliminam ou pelo desinteresse de pesquisadores mais jovens por conside-
ra-los, talvez, desatualizados e sem relevancia historica ou cientifica.

A presente narrativa tem inicio com a apresentacdo dos Cursos de
Matematica da UFF desde sua fundacdo e constituicdo no ambito da Uni-
versidade, e da formacdo do seu corpo docente; apresenta as caracteristi-
cas profissionais singulares de alguns dos professores que influenciaram o
desenvolvimento destes Cursos durante quase quatro décadas; segue com
o relato das circunstancias criticas e desafiadoras para o corpo docente,
em que os curriculos foram renovados com a inser¢ao de disciplinas liga-
das a Geometria e a Educacdao Matematica; relata a importancia da criagao
de um laboratoério de ensino nesse contexto e finaliza com a descri¢do de
alguns dos fatos e circunstancias ocorridos neste laboratoério, entre 1994 e
2018, que contribuiram para a melhoria do ensino de Geometria na Licen-
ciatura de Matematica da UFFE.

A LOGICA MATEMATICA NOS CURSOS DA UFF

Em 1949, em Niteroi, na entdo Faculdade Fluminense de Filosofia
(FFF), foram criados os Cursos de Licenciatura e Bacharelado em Matema-
tica, sendo que ambos tinham como modelo os curriculos implantados na
Faculdade Nacional de Filosofia da Universidade do Brasil (atual Universi-
dade Federal do Rio de Janeiro - UFR]). Enquanto o Bacharelado contem-
plava quatro anos para a formagao em conteudos matematicos, trés dos
quais em comum com a Licenciatura, esta ultima era complementada por
mais um ano de conteudos educacionais. Formag¢ao conhecida, no Brasil,
como formagdo 3+1.

Na Licenciatura da UFF, as disciplinas educacionais sempre tiveram
docentes muito bem-preparados e ligados ao ensino de escolas basicas da
regido. Assim, em 1952, ao ser ministrada pela primeira vez, a disciplina
Diddtica Especial da Matemadtica teve como docente Ceres Marques de Mo-
raes, também professora do Liceu Nilo Pecanha, em Niteroi, escola com
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reconhecido padrdo de exceléncia. Esta professora, com grande conheci-
mento de Didatica, publicou o livro Apostilas de Diddtica Especial da Mate-
madtica em coautoria com os professores Julio Cesar de Mello e Souza, mais
conhecido pelo pseudonimo Malba Tahan, e Manoel Jairo Bezerra, ambos
do Colégio Pedro I, no Rio de Janeiro.

Em Moraes, Souza e Bezerra (1958), é enfatizada a importancia da
Geometria escolar na formacgao integral do aluno, bem como a da vivéncia
em praticas empiricas envolvendo “descobertas” em uma “Sala ambien-
te”, por meio da manipulacao de materiais concretos, incluindo “jogos de
aprendizagem” para o ensino de varios temas da Matematica escolar.

Os Cursos de Licenciatura e Bacharelado em Matematica da UFF con-
tavam com a participacdao da professora Moraes, que veio a alcancar a li-
vre-docéncia na area de Fundamentos de Matematica no inicio dos anos
1970. Assim, ambas as formagoes tinham uma professora versada no ca-
rater abstrato dos conteidos matematicos, porém consciente do papel e
da eficacia dos recursos didaticos manipulaveis no caminho do ensino e
da aprendizagem, visando a abstracao e a generalizacao destes conteudos,
conforme se pode constatar nos tépicos escritos por ela: “Tipos de mate-
riais didaticos para o ensino de Matematica” e “Condi¢Ges basicas de efi-
ciéncia no material didatico do ensino” (Moraes, Souza & Bezerra, 1958, p.
119-131). Entre os recursos didaticos, a professora ressaltava:

Material analitico ou de observagdo. Exemplos: corpos geométricos,
modelos para observacdo e andlise de algumas proposicdes geomé-
tricas para o ensino de projecdes, para o ensino de niimeros irracio-
nais etc.

Material experimental ou demonstrativo. Exemplos: aparelhos para
demonstra¢do intuitiva do teorema de Tales, do de Pitagoras, da
igualdade de tridngulos, da equivaléncia de area, da geracao de soli-
dos, da variagao das linhas trigonométricas etc. (p. 129).

Portanto, na UFF, desde os seus primordios, ja era veiculada a
potencialidade educacional de uma sala ambiente com caracteristicas
semelhantes aquelas que dariam origem a um “laboratoério” para o ensino

de Matematica, nas décadas seguintes.
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E particularmente importante, ainda, ser lembrado o nome do
professor Constantino Meneses de Barros, integrado a FFF em 1958. Com
doutorado na Franca e com reconhecimento internacional na area de
Geometria Diferencial, trazia para a FFF um olhar académico diferenciado,
voltado para varias areas de pesquisa em Geometria, mas que também

valorizava o seu ensino.

No entanto, foi outro professor que iria influenciar profundamen-
te os rumos de ambos os Cursos de Licenciatura e Bacharelado, ao ser
integrado ao corpo docente da UFF, também em 1958: o professor Jorge
Emmanuel Ferreira Barbosa, oriundo do Instituto Militar de Engenharia
do Rio de Janeiro. Interessado em Loégica Matematica, em Fundamentos
de Matematica e em Analise Matematica, fez com que estas areas pas-
sassem a ser priorizadas nas reflexdes de outros professores, pois iam
ao encontro das mudancgas que aconteciam no ensino de Matematica em
ambito mundial. Estas mudanc¢as eram influenciadas pelo movimento
que ficou conhecido como Movimento da Matemdtica Moderna (MMM),
que comecava a chegar ao Brasil e que levou nao sé os professores nite-
roienses a se interessarem por pesquisas e a sintetizar as reflexdes trazi-
das pelo MMM, mas também motivou varios outros grupos brasileiros de
estudos, espalhados por diversos estados.

O MMM foi um movimento internacional, surgido no comego da dé-
cada de 1960, que visava reformular o ensino de Matematica em todos os
niveis do sistema educacional. Entre suas premissas estava o banimento
dos desenhos e figuras dos livros didaticos e a nega¢ao da importancia da
Geometria Euclidiana para a Matematica, relegando seu ensino a segun-
do plano. Além disso, baseado na formalidade e no rigor da Teoria dos
Conjuntos, enfatizava o ensino precoce da Algebra abstrata, até mesmo
para adolescentes. Em Kaleff (1990), a autora relata como alguns aspec-
tos do MMM repercutiram no Brasil e apresenta considera¢des advindas
de professores brasileiros, incluindo niteroienses, sobre as consequén-

cias das acoes educativas relacionadas ao proposto pelo Movimento.
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Cabe enfatizar que o0 MMM seguia as orientacoes de um grupo de
renomados matematicos que atuavam desde a década de 1930 sob o
pseudonimo Nicolas Bourbaki, os chamados bourbakistas, que propu-
nham uma reconsideracdo da Matematica, fundamentada na Teoria dos
Conjuntos, partindo de axiomas claramente estabelecidos, deduzindo re-
sultados a partir de inferéncias légicas e provas rigorosas, focando em
estruturas abstratas (como grupos, anéis e espagos topologicos) e priori-
zando a clareza, a precisdo e a completa auséncia de elementos intuitivos
nas demonstracdes. Ou seja, entendendo a Matematica de forma unifica-
da como um todo coerente construido, camada por camada, a partir de

estruturas fundamentais.

Em 1963, por influéncia das pesquisas bourbakistas realizadas por
um grupo de docentes liderados pelo professor Barbosa, foi introduzida
em ambos os curriculos dos Cursos de Matematica a disciplina Ldgica
Matemadtica.

Cabe aqui lembrar que, em 1964, varias faculdades isoladas de Ni-
terdi compuseram a Universidade Federal do Estado do Rio de Janeiro, a
qual, em 1965, tornou-se a Universidade Federal Fluminense (UFF).

A influéncia da area de estudos de Logica Matematica foi se inten-
sificando de tal forma que, por ocasiao da criacao do Instituto de Ma-
tematica (IMUFF), em 1969, veio a dar o nome a um dos trés novos de-
partamentos que o constituiram. As disciplinas dos cursos passaram a
ser ministradas por professores oriundos da antiga FFF e da Escola de
Engenharia, lotados nos departamentos de Analise e Logica (GAN), de
Matematica Aplicada (GMA) e de Geometria (GGM).

A estrutura departamental do IMUFF foi mantida até 1985, quan-
do se transformou no Instituto de Matematica e Estatistica (IME) com o
acréscimo do Departamento de Estatistica, enquanto o Departamento de
Andlise e Légica passou a se chamar simplesmente de Departamento de
Analise.
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A LEGISLACAO BRASILEIRA E SUAS CONSEQUENCIAS

Para atender a legislacao advinda da Reforma Universitdria Brasilei-
ra (Lei 5540/68), a qual instituiu o regime letivo semestral e a estrutura
curricular composta por um ciclo basico, um ciclo profissional e um con-
junto de disciplinas optativas, foi necessaria uma intensa reformulagao
dos Cursos de Matematica da UFF, que foi implantada em 1971. Com a re-
forma, ambos os cursos passaram a ter suas disciplinas divididas em um
ciclo basico comum e um ciclo profissional diferenciado, com a duracgao
de quatro semestres letivos cada. Todavia, a Licenciatura continuaria se-
guindo o modelo (3+1) original, pois sua grade curricular se diferenciava
da do Bacharelado pela observacdo: “Matérias Pedagdgicas nos termos
da Resolucao n? 27/70 do Conselho de Ensino e Pesquisa da UFF”. Ainda
em 1971, a Lei 5692 /71 fixou as diretrizes de implantacdo do ensino de
12 e de 29 Graus (atuais, Fundamental e Médio) nas escolas, o que acar-
retou nova reformulacdo em todas as Licenciaturas. Esta ultima s6 foi
implementada na UFF em 1976.

A partir de 1971, passaram a fazer parte da grade curricular, desde
o primeiro semestre letivo, as disciplinas Ldgica Matemdtica e Andlise
Matematica, enquanto do ciclo profissional constavam Andlise Superior
e Fundamentos de Matemadtica, o que caracterizaria os cursos da UFF nas
trés décadas seguintes. Estas disciplinas tinham por base a teoria das
Sistematizagbes Universais desenvolvida pelo professor Barbosa, funda-
mentacdao também subjacente a todas as demais disciplinas ligadas ao
GAN. Esta teoria, apresentada em Barbosa (1970), de perspectiva bour-
bakista, envolvia conceitos 16gicos e matematicos, criados pelo professor,
e representados em uma linguagem simbolica propria, Barbosa (1971),
utilizada somente na UFF.

Cumpre salientar a auséncia, no ciclo basico, de duas disciplinas
fundamentais tanto para a formac¢dao matematica do bacharel quanto paraa
do futuro professor. A disciplina Geometria Euclidiana nao constava de uma
grade que, no entanto, ja oferecia Geometria Diferencial e Geometria Proje-
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tiva, indicando que, aparentemente, os docentes do GGM estavam conven-
cidos de que as disciplinas Construcoes Geométricas, Geometria Analitica
e Geometria Linear eram suficientes para fornecer uma base sélida para
o conhecimento geométrico necessario ao ciclo profissional. Também nao
constava da grade do ciclo basico a disciplina Cdlculo Diferencial e Integral,
embora a mesma ja devesse fazer parte da grade curricular do curriculo
minimo dos cursos de Matematica desde a primeira Lei de Diretrizes e Ba-
ses da Educacao Nacional (Brasil, 1961).

Apenas em 1976, a disciplina Cdlculo Diferencial e Integral passou a
fazer parte da grade curricular dos Cursos de Matematica. Porém, Geome-
tria Euclidiana continuava ausente, como pode ser constatado nas grades
curriculares apresentadas em Kaleff e Rosa (2014).

Também em 1976, com a conclusdo da reformulacdo das Licencia-
turas com vistas ao Ensino Fundamental e Médio, foi oferecido um con-
junto de quarenta disciplinas optativas no qual, no entanto, inexplicavel-
mente, somente trés eram especificamente voltadas para a formacgao do

professor...

O LITIGIO ENTRE O FORMALISMO E A APRENDIZAGEM
SIGNIFICATIVA

Sendo professora do GAN desde 1970, a autora vivenciou as mudan-
cas educacionais anteriormente mencionadas, decorrentes da legislacao.
No entanto, ja nos dois primeiros anos de sua atuacao, percebia que, nos
bastidores dos Cursos de Matematica, ocorria um litigio entre os docentes
que aceitavam a hegemonia da Logica Matematica e aqueles que a rejeita-
vam, mas, aparentemente, toleravam. Este litigio era velado e encoberto
por um denso siléncio...

Cabe também mencionar que, desde 1970, a autora vinha buscan-
do ferramentas que permitissem uma melhoria no ensino das disciplinas
de Andlise Matematica, sob a orientagdo do professor e livre docente des-
ta area, Aldemar Pereira Torres, sem a influéncia das teorias vigentes no
GAN. Assim, em dezembro de 1972, para concluir seu mestrado no ambito
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do programa de Pds-graduacao da UFF, a autora apresentou uma disserta-
cdo que tratava da generalizagdo do conceito de Integral de Lebesgue para
reticulados vetoriais, adotando dois caminhos teéricos: um pela Teoria da
Medida e outro pela Teoria da Aproximacao de Func¢des. No ambito desta
dissertacao, foi desenvolvido um exemplo particular que leva a integral de
Riemann no R? e que podia ser ministrado no nivel da graduacdao em Mate-
matica, o que foi efetivamente realizado pela autora (Kaleff, 1972). Apéds a
conclusdao do mestrado, a autora foi convidada pelo professor Barros a rea-
lizar uma pesquisa cujo objetivo era integrar os estudos tedricos até entao
realizados em Analise Matematica a aplicacdes na Geometria Diferencial.

Concluido o mestrado, ao se preparar, em 1973, para ministrar as
disciplinas Andlise Matemdtica e Andlise Superior, a autora constatou a
auséncia de quaisquer aplicacdes praticas nestas disciplinas. Dada tam-
bém a auséncia de uma disciplina de Cdlculo Diferencial e Integral na gra-
de curricular, ela ponderou, em conjunto com o coordenador do Setor de
Analise, Professor Torres, que a inclusdo de tépicos de Calculo poderia
melhorar o entendimento dos alunos relativamente aos conceitos basicos
tratados nas disciplinas de Analise. Entretanto, embora gerando resultados
positivos junto aos alunos, a implementacdo dos tépicos de Calculo nas
disciplinas por ela ministradas ndo foi bem aceita pela direcao do GAN.
Como consequéncia, a autora foi convidada a deixar o Departamento de
Andlise e se transferiu para o Departamento de Geometria.

O desencanto e o desalento, vivéncias e circunstancias na UFF

Foi, portanto, em um ambiente tensionado por duas perspectivas
académicas em conflito, que a autora observou que, da mesma forma que
nas disciplinas da area de Analise, influenciadas pela sistematizacao 16-
gica, as disciplinas da area de Geometria também sofriam a influéncia
da visao bourbakista e, como consequéncia, levavam ao desencanto e ao
desalento de muitos graduandos frente a excessiva abstracdo e ao rigor
exagerado com que os conteudos eram tratados, alheios as realidades
escolar e cientifica fora da UFF.
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A autora se transformara em uma das vozes criticas a hegemonia
instituida pelo GAN, pois percebia que o desalento, tanto do licenciando
como do bacharelando, provocava a evasao escolar. Este desalento era
causado pelo fato de os graduandos se sentirem obrigados a utilizar uma
linguagem matematica particular, restrita a UFF, e por ndo serem prepa-
rados, nas disciplinas basicas, para enfrentarem a formalizacao, a abstra-
cao e as generalizacdes matematicas exigidas na maioria das disciplinas
que se sucediam. Os graduandos alegavam que lhes faltava o suporte dos
conhecimentos necessarios, complementares aos do Ensino Médio, nota-
damente os geométricos euclidianos.

No ano de 1974, ao ministrar pela primeira vez a disciplina Funda-
mentos de Geometria do ciclo profissional, a autoralevou os licenciandos a
analisarem partes de dois dos textos, considerados a época fundamentais
aos estudos da disciplina, a saber: Choquet (1964) e Dieudonné (1964).
Estes textos serviram de base a polémicas sobre a formacgdo do professor
de Matematica, pois muitos pesquisadores contrarios ao MMM, como o
francés Georges Glaeser, enfatizavam a importancia de se levar o futuro
professor a realizar uma analise das diferencas entre o desenvolvimen-
to axiomatico da Geometria Euclidiana preconizado por Gustav Choquet,
frente ao desenvolvimento analitico e ao vetorial, defendidos pelo bour-
bakista Jean Dieudonné. Através da utilizacao destes textos na disciplina,
a autora tomou consciéncia das grandes dificuldades que apresentavam
muitos licenciandos na elaboragdo formal dos conceitos geométricos
elementares e que elas ndo eram reduzidas nem com a abordagem das
construcoes geomeétricas defendidas por Choquet nem com a versao ana-
litica, e muito menos com a vetorial, de Dieudonné. Tal conscientizacdo
levou a autora aos primeiros questionamentos sobre a possibilidade da
existéncia de fatores nao relacionados ao ambito tedrico dos conteudos
matematicos, mas advindos de circunstancias relacionadas aos métodos
de ensino adotados, como responsaveis pela falta de entendimento dos

contetdos geométricos.
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Vale mencionar que, nas décadas de 1960 a 2000, ocorreram grandes
mudancas no ensino de Matematica devidas as pesquisas realizadas por
varios grupos de educadores e matematicos contrarios ao MMM. A autora
foi influenciada por muitos destes grupos, porém foram algumas circuns-
tancias vivenciadas em Hamburgo, na Alemanha, que determinaram, nas
décadas seguintes, a sua atuacao como professora de Geometria e influen-
ciaram sua perspectiva educacional diferenciada no ambito da UFF. Em
1976, descontente com o rumo tomado pelo Curso de Licenciatura, ap0s
solicitar licenca sem vencimentos da UFF, a autora deixou o Brasil.

Vivéncias além dos muros da UFF

Foi o contato com criancas que frequentavam a Escola Waldorf de
Hamburgo que chamou a atencado da autora para a pedagogia diferenciada
ali praticada. Esta escola tinha, e ainda hoje tem, por base a linha filosofi-
ca chamada “Antroposofia”, criada pelo alemdo Rudolf Steiner no inicio do
século XX. Para esse fildsofo, o pictorico, o artistico, o ritmico (fazer com o
corpo todo) e o manipulativo (fazer com as maos) permitem que as ideias
e conceitos sejam incorporados ao aprendiz de maneira natural e livre de
abstracoes. Assim, esta escola tem como um dos principios educacionais
o “manipular consciente” (handeln mit Bewusstsein), ou seja, o agir indi-
vidual, com as maos, envolvendo a ateng¢ao, o pensamento e o sentimento.
Desde bem pequenas, as criancas vivenciam a¢des que visam ao entendi-
mento do significado matematico, mas que respeitam as singularidades de
cada aprendiz. Para tanto, os conceitos aritméticos e geométricos basicos
sao ministrados de maneira empirica e integrada a agdes manipulativas e
ritmicas. Por exemplo, com o emprego de dobraduras de papel para a per-
cepcao sensorial de formas e padroes geométricos elementares ou com as
batidas das palmas das maos, no acompanhamento do ritmo de uma can-
cao folclorica, para a percepc¢ao dos padroes das particoes fracionarias dos
compassos musicais.

O contato com a pedagogia alema da escola Waldorf, como, por
exemplo, apresentada em Lanz (1979), e outras vivéncias na Alemanha
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levaramaautoraaseinteressarpelaPsicologia CognitivavoltadaaEducacao,
envolvendo a percepcao humana dos padrdes artisticos, geométricos e
linguisticos. Como narrado a seguir, este interesse foi determinante para
as ac¢Oes realizadas pela autora na volta a UFF, em 1980.

Novas vivéncias e circunstancias na UFF

Na volta a UFF e procurando ainda encontrar uma explicacdo para
as dificuldades apresentadas pelos licenciandos no caminho da busca
pela abstracdo e formalizacdao dos conceitos, a autora adotou conceitos
bourbakistas na disciplina Complementos de Geometria, ministrada em
1982, abordando a Geometria das Transformacgdes. Esta, concebida como
Esta, concebida como geometria dos movimentos das figuras rigidas pelo
matematico Félix Klein em 1872, envolve a estrutura algébrica conhecida
como grupo das isometrias no plano euclidiano, conforme apresentado
em Ledergerber- -Ruoff (1982). A autora visava observar de que forma os
licenciandos lidavam com o conceito de grupo, bem como com as relagoes
de isomorfismo entre grupos, ao serem abordadas, simultaneamente, sob
as perspectivas analitica e vetorial, supostamente dominadas pelos alunos.
Esta estrutura de grupo das isometrias era abordada em duas disciplinas
de Geometria Analitica e, em casos particulares de aplicacdo, nas disciplinas
Algebra Linear e Algebra Vetorial.

Como em 1974, foi novamente constatado que os licenciandos,
apesar das vivéncias anteriores, no ciclo basico, com as varias formas
de tratamento dos conceitos geométricos, nao estavam aptos a trabalhar
com as diferentes representacdes (grafica euclidiana, analitica cartesiana,
vetorial e matricial), nem a transitar entre elas fazendo conversoes
entre uma e outra e, muito menos, a perceberem a estrutura de grupo
subjacente. Isto vinha, mais uma vez, contrariar as postulacdoes do MMM
e dos bourbakistas, sobre as vantagens educacionais da generalizacao
dos conceitos em estruturas algébricas gerais, bem como da superioridade
das representacdes vetorial e matricial sobre as euclidianas.

Estas constatagdes vinham dar forca ao questionamento da autora,
iniciado em 1974, sobre o desenvolvimento do conhecimento geométrico
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nao depender exclusivamente da teoria matematica envolvida, mas tam-
bém da maneira pela qual esta teoria era trazida ao conhecimento do
licenciando. Assim, durante as duas décadas seguintes, ela se dedicou ao
estudo das obras de varios pesquisadores envolvidos com o entendimento do
papel da investigacdo e da experimentacao no estabelecimento de uma rede
mental que permitisse ao aprendiz fazer conexdes entre conceitos, estabelecer
padroes e gerar novas relacdes de significado na aprendizagem geométrica.
Em Kaleff (2016; 2022), sdao apresentados como estes estudos vieram a
se relacionar ao uso de recursos concretos na aprendizagem geométrica,
ao entendimento da habilidade da visualizacdo, ao papel das linguagens
envolvidas e ao efeito das representacdes geométricas (em desenhos,
graficos, figuras etc.), e de como estes temas se relacionam com a com-
preensao do significado dos conceitos. Os estudos eram fundamentados
em educadores como Rudolf Steiner, Jean Piaget e educadores matema-
ticos como Rina Hershkowitz, Dinah e Pierre van Hiele, Zoltan Dienes,
Alan Hoffer, Norma Presmeg, Raymond Duval, Gerald Goldin e outros, e
resultaram na tese de doutorado da autora, como apresentada, resumi-
damente, em Kaleff (2007).

Na busca de respostas aos questionamentos que a mobilizavam, a
autora iniciou estudos sobre o Modelo de van Hiele do desenvolvimento do
pensamento geométrico (van Hiele, 1984), o que levou a alguns projetos
submetidos a avaliacao do IME. Os professores do GAN manifestaram pou-
co interesse na teoria apresentada, pois a consideravam limitada ao en-
sino de Geometria Euclidiana, provavelmente, por ndo perceberem o seu
potencial e nem as possiveis correlacées com outras areas da Matematica.
No GGM, os projetos foram rejeitados com a alegacdo de nao se encaixarem
em uma pesquisa tedrica sobre um ramo da Geometria, pois estavam liga-
dos a Educacao Matematica. A partir de entdo, a autora passou a realizar
a maioria das suas pesquisas sobre o Modelo de van Hiele em projetos de
extensdo e de iniciacdo cientifica, o primeiro deles apresentado em Kaleff,

Figueiredo, Henriques e Rei (1994).
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Na verdade, o Modelo de van Hiele foi o ponto de partida para os
estudos sobre a habilidade mental, conhecida em nossos dias como habi-
lidade da visualizagao, e sobre a sua influéncia na aprendizagem e, princi-
palmente, no ensino. Estes estudos apontavam para o fato de que muitos
dos conflitos surgidos em sala de aula eram (e ainda sdo) fruto do des-
conhecimento da existéncia de caracteristicas mentais, individuais, rela-
tivas a visualizacao, dos atores envolvidos no processo educacional. Tais
caracteristicas fazem com que cada um (professor e aluno) perceba, com
maior ou menor acuidade, partes de um desenho, de uma figura ou de um
grafico. Sao considerados visualizadores os individuos que recorrem prio-
ritariamente aos grafismos para entenderem os conceitos matematicos,
enquanto sao nao visualizadores ou analisadores os que necessitam de ou-
tras representacoes, como as algébricas e algoritmicas, para um melhor
desempenho no entendimento dos conceitos. Geralmente, o conflito visua-
lizador x analisador se estabelece em uma sala de aula quando o professor
é um analisador e nao considera a individualidade do aprendiz que pode
ser um visualizador, como relatado em Kaleff (2016 b, p. 20-24).

Ve

E importante lembrar que, embora rodeada pelo ceticismo de
alguns colegas docentes do IME frente aos estudos advindos da area
de Educagcdao Matematica, a autora percebia, durante toda a década de
1980, que o litigio entre os professores mais antigos adeptos da Logica
Matematica, sob a perspectiva do MMM, e aqueles que reconheciam a

necessidade de renovacao, se concretizava cada vez mais.

Também é relevante citar que, em 1981, veio a se juntar ao corpo do-
cente do GMM o professor Celso José da Costa, cuja area de pesquisa era a
Geometria Diferencial, em especial a teoria das superficies minimas. Sem-
pre muito atuante nos cursos, assumiu disciplinas basicas devido ao seu
interesse pela melhoria da formacao inicial do alunado. Como em 1982,
ele descobriu as equagdes de uma superficie minima que atualmente leva
o nome de Superficie Costa, tornando-o conhecido internacionalmente, ele
se ausentou da UFF para um longo periodo de pds-doutoramento (1987-

1990). Embora a distancia, a voz deste professor também ecoava em Ni-
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teroi e se tornou mais forte quando retornou, influenciando as ag¢des reali-
zadas, ndo s6 no GGM, mas em todo o IME. Atuou intensamente na drea da
educacao a distancia visando a criacdao, em 2001, do Curso de Licenciatura
em Matematica a Distancia da UFF e, em 2008, do Curso de Especializacao
lato sensu Novas Tecnologias para o Ensino de Matematica (NTEM), ambos
ligados a Universidade Aberta do Brasil (UAB).

Este era o cenario em que se encontrava o IME, no final da década
de 1980.

Uma nova grade curricular e a inclusao da disciplina Geometria
Euclidiana

Considerando que o grupo de professores do IME, descontentes
com o rumo dado aos Cursos de Matematica, ia se fortalecendo e aumen-
tando, uma reformulacdo curricular aconteceu em 1988. Esta tinha como
principal objetivo o resgate da disciplina Geometria Euclidiana para o ci-
clo basico.

A nova grade curricular teve como consequéncia a retirada de boa
parte da carga horaria das disciplinas Andlise, Lgica Matematica e Fun-
damentos da Matemadtica, sendo substituidas por Cdlculo Diferencial e
Integral (I, 11 e 1II), Introdug¢do ao Computador e Geometria Euclidiana.
Finalmente, esta disciplina vinha integrar as grades curriculares do Ba-
charelado e da Licenciatura!

Para a Licenciatura, além das disciplinas da Faculdade de Educa-
cdo, passaram a fazer parte duas da area de Educacao Matematica, liga-
das a departamentos do IME. No entanto, na denominag¢ao dessas novas
disciplinas ndao constava nenhuma menc¢ao a area de conhecimento, pois
foram chamadas de Tépicos de Matemadtica Elementar e Topicos de Mate-
madtica e Realidade, alocadas no GAN e GGM, respectivamente. Essa foi a
forma com que temas da area de Educagao Matematica foram inseridos
na Licenciatura, ou seja, sem haver, na grade curricular, uma referéncia

explicita especifica a area.
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A criag¢do do Laboratorio de Ensino de Geometria (LEG) e novas
circunstincias marcantes para o ensino de Geometria

Cabe relembrar que a professora Moraes, desde a década de 1950,
chamava a atencao para a importancia de se ter, na escola e nas Licencia-
turas (para a formagao do professor), uma sala ambiente, na qual se de-
senvolvessem praticas por meio da manipulacdo de materiais concretos.
Assim, em 1994, com a colaboracao de alguns ex-alunos desta professora,
agora docentes do IME e pertencentes ao grupo daqueles que nao aceita-
vam o descaso com o ensino da Geometria Euclidiana, a autora fundou o
Laboratério de Ensino de Geometria (LEG), no ambito do GGM. Portanto,
o LEG também foi fruto do litigio ha muito estabelecido. No entanto, para
ser institucionalizado no IME, aceito como instancia do GGM e blindado
de embates com a Faculdade de Educacdao da UFF, foi necessario que, no
nome do laboratério, constasse “Ensino” de Geometria e nao “Educac¢ao”
Matematica.

Embora na UFF o interesse pela renovacao do ensino de Geometria,
para ser levado a escola, fosse bem restrito, é importante relembrar que,
em 1989, foi publicado o livro Curriculum and Evaluation Standards for
School Mathematics, sob os auspicios da associacdo norte-americana de
professores de Matematica. Essa obra, conhecida como os Standards, foi
um marco fundamental, em ambito mundial, para o movimento de recupe-
racao da Geometria como tema relevante da matematica escolar, além de
ser um documento de significativa representatividade académica no pro-
cesso de rejeicdo ao MMM.

Por sua vez, no Brasil, foram os PCN - Parametros Curriculares Na-
cionais (Brasil, 1998) que chamaram a ateng¢do para a importancia de ati-
vidades ligadas a resolucao de situagdes-problema significativas para os
alunos e para o desenvolvimento de competéncias e procedimentos ma-
tematicos, com énfase nos geométricos. Esta perspectiva dos PCN seguia
a de varios documentos internacionais, principalmente os Standards e ou-
tros que, desde o final da década de 1980, ja destacavam a importancia de

que, desde o inicio de sua formacao, o futuro professor deveria vivenciar
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praticas ativas intermediadas por recursos didaticos concretos. A forma
pela qual os PCN e outros documentos impactaram as a¢coes no LEG sera
narrada mais adiante.

Mudancas no sistema educacional brasileiro e um novo curriculo
da Licenciatura

Cabe ressaltar que a UFF, bem como todo o sistema académico edu-
cacional brasileiro, foi mais uma vez, impactada pela legislagcdo, com varias
leis e decretos implementados a partir de 1992. Estes trariam mudancas
significativas nas regras da economia do pais e repercutiriam tanto sobre
a aposentadoria dos servidores federais em geral quanto sobre a admissao
de novos docentes nas universidades, em particular. Estes ultimos deve-
riam ser doutores e trabalhar em dedicacdo exclusiva a instituicdao. Assim,
resultou que, no IME, cerca de 30% dos docentes mais antigos se aposen-
taram, o que teve, e ainda tem, consequéncias diretas para a Licenciatura.
Por um lado, pelo afastamento de docentes que se guiavam pela Logica
Matematica, o que seria algo positivo, porém, por outro, pela agregacao de
novos docentes que, a despeito de sua exceléncia na formacdao matemati-
ca, geralmente ndo possuiam experiéncia de atuacdo em escolas ou nao

tinham conhecimento do sistema educacional brasileiro.

Nos anos seguintes, com a redugao do litigio e das barreiras de resis-
téncia a mudancas curriculares decorrentes do afastamento dos professo-
res antigos, abriu-se espago para a revisao do curriculo. Ap6s quatro anos
de intensas discussoes entre os professores, ocorreu, em 1998, finalmente,
a tao esperada reformulagao curricular dos Cursos de Matematica.

A nova grade curricular trazia uma inovagao radical aos cursos com a
inclusao das disciplinas Geometria Bdsica e Matemdtica Bdsica, que possi-
bilitavam ao aluno ingressante adquirir ou revisitar conteidos euclidianos
e do Ensino Médio, de maneira mais profunda e fundamentada. Com estas
novas disciplinas, visava-se dar um embasamento as disciplinas Geometria
Analitica e Cdlculo Diferencial e Integral, do que, potencialmente, resultaria
a diminuicao das reprovacoes nessas disciplinas.
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Visando ao equilibrio entre as formag¢des matematica e pedagégica
necessarias ao professor, conforme os preceitos da Educacao Matematica,
foram acrescentadas a Licenciatura, além das disciplinas obrigatérias da
Faculdade de Educacao, as disciplinas: Fundamentos de Geometria-Cons-
trucées geométricas, Historia da Matemdtica, Educagcdo Matematica-And-
lise e Algebra, Laboratdrio de Educacdo Matemdtica e Educagdo Matemdti-
ca-Geometria. Além disso, eram oferecidas vinte disciplinas optativas, das
quais cinco tinham por objetivo difundir tépicos de Educacao Matematica.
Entre estas, quatro, denominadas Estudos Orientados, visavam integrar as
acoes realizadas pelos graduandos em projetos de pesquisa, ensino e ex-
tensao a grade curricular. Tais disciplinas foram precursoras da obrigato-
riedade curricular das acoes de extensao nas Licenciaturas da UFF imple-
mentada no comeco da década de 2020.

Finalmente, a matriz curricular apresentava um perfil claramente
determinado para o licenciado, em cuja grade de disciplinas os contetidos
euclidianos apresentavam o protagonismo apropriado e a Educacao Mate-

matica era integrada no IME como area de conhecimento.

A partir de entao, outras mudancas curriculares exigidas por de-
terminagdes governamentais aconteceram, mas que nao descaracteriza-
ram o estabelecido para a Licenciatura em 1998, a qual foi totalmente
desvinculada do Bacharelado em 2002. No entanto, os concursos para
admissao de novos docentes priorizaram sempre aqueles doutores com
formagao matematica, dos quais poucos se tornaram simpatizantes da
area de Educacao Matematica. Como consequéncia, as pesquisas sobre
0 ensino e a aprendizagem ainda sao pouco consideradas no ambito do
IME. Mesmo apds a aposentadoria da autora, e passadas quase trés dé-
cadas da inclusao das disciplinas voltadas para a Educacao Matematica,
atualmente o GMA conta somente com um professor com mestrado nesta
area e doutorado na area de Educacao, o GAN tem dois doutores na area
de Histéria da Matematica, enquanto o Departamento de Geometria nao

tem nenhum professor concursado para a area de Educacao Matematica.
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A seguir, apresenta-se como as circunstancias anteriormente
narradas repercutiram nas décadas posteriores no ensino de Geometria
da Licenciatura da UFF e como isso se relaciona com a perspectiva educa-
cional da autora.

O papel da Psicologia Cognitiva na Educa¢do Matematica: um
esclarecimento

Neste ponto da narrativa, € importante relembrar que, ha muito
tempo, a autora havia deixado de se envolver com a Matematica com vistas
somente ao desenvolvimento cientifico desta Ciéncia. Seu foco passou a
ser o entendimento da cognicdo humana. A Cognicdo é a area de estudo
em que se busca entender como pensamos e nos constituimos como seres
humanos, ou seja, como organizamos nossos pensamentos em processos
mentais que envolvem a aquisi¢cdo, o processamento, 0 armazenamento
e 0 uso do conhecimento e das informacdes, bem como de que maneira
exteriorizamos estes pensamentos no contato com os outros humanos.
Para tanto, a autora buscou entender o que muitos pesquisadores da
Psicologia Cognitiva relacionada a Educacdao Matematica consideravam
como representacées mentais interiores e representagoes exteriores dos
objetos matematicos, expressas em diferentes linguagens.

Por outro lado, ao longo de sua trajetoria profissional, a autora cons-
tatou que a maioria de nos, professores, temos uma forte tendéncia a agir-
mos supondo que as pessoas com as quais interagimos possuem uma men-
te que percebe e reage ao mundo exterior da mesma forma que a nossa,
apresentando, portanto, um conjunto de habilidades mentais e represen-
tacOes interiores que os leva a reagir as experiéncias vivenciadas de ma-
neira semelhante a nossa. Muitas sdo as pesquisas brasileiras em Educacao
Matematica, como a de Paiva (1999), que, desde a década de 1980, mos-
tram que muitos professores agem profissionalmente como aqueles que
0s ensinaram, ou seja, considerando a sala de aula como um coletivo de
pessoas que raciocinam como eles proprios. Sob esta perspectiva, os do-

centes que foram ensinados por meio de aulas expositivas, também assim
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o fazem em sua pratica. Para muitos, o verbo “ensinar” se confunde com o
verbo “aprender”..

Como decorréncia, poucos profissionais reconhecem que, em seu
aluno, tanto as diferencas fisicas individuais como as caracteristicas men-
tais singulares o levam a apresentar uma maneira propria de raciocinar e
de aprender.

Como a autora sempre acreditou que o trabalho do pesquisador em
Educacdo Matematica é evidenciar contradi¢des, inclusive aquelas que
existem em seu proprio campo de pesquisa, a autora acredita, contrapon-
do-se a visdao do profissional que nao considera as diferencas individuais,
que cada ser humano € inico e que, como professoras e professores, pouco
conhecemos da mente do outro que esta a nossa frente.

Sob esta perspectiva, a maior preocupagao da autora foi sempre a
manifestacao do desencanto e do desalento dos graduandos da UFF, princi-
palmente dos licenciandos, frente as aulas expositivas, fato que seria, pos-
sivelmente, responsavel pela evasao escolar. Nesta direcao, buscava obser-
var os temas veiculados nas diferentes disciplinas e verificar se a forma
como eram apresentados aos graduandos incentivava tal evasao.

Circunstancias preocupantes: novamente o desalento e a evasao
no ciclo basico da UFF

Embora a partir de 1998, o curriculo da Licenciatura, pretensamente,
atendesse ao perfil do licenciando, com o passar dos anos as observagoes
da autora a tornaram menos confiante quanto a esta pretensao, pois per-
cebia que, a cada semestre, o niumero de alunos nas disciplinas do ciclo
profissional (Fundamentos de Geometria-Construgdes geométricas, Labora-
torio de Educacdo Matemdtica e Educacdo Matemdtica-Geometria) sob sua
responsabilidade, ia diminuindo. A Gltima disciplina em que a autora teve
mais de trinta alunos em sala de aula foi em 2004. A partir dai, as turmas
foram diminuindo consideravelmente de tamanho, tendo, em média, ape-
nas 8 a 12 alunos (a partir dos 30 originalmente admitidos no curso), de-
vido a reprovacao e a retencao dos licenciandos nas disciplinas basicas. No
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quadro geral de licenciados da UFF, apresentado na pagina virtual oficial
do Sistema de Transparéncia da UFF, pode-se observar este decréscimo ao
longo dos anos. A média de 25 formandos no inicio da década de 2000 se
reduziu para 15 graduados em 2025. Em 2018, ao ser patrona da turma de
formandos, a autora constatou 16 licenciados...

Por outro lado, cabe lembrar que, da grade curricular de 1998,
também ndo constava nenhuma disciplina basica em cuja ementa esti-
vessem explicitos temas envolvendo recursos didaticos manipulativos, a
nao ser os tradicionalmente utilizados nos tracados de desenhos, como
régua, compasso e esquadros. Assim, as aulas expositivas continuavam a
ser preponderantes e a maioria dos alunos chegava ao ciclo profissional
sem ter tido contato com outros tipos de recursos didaticos, concretos
ou virtuais, no ensino de Geometria. Mesmo com a tradug¢ao do softwa-
re livre Geogebra, realizada pelo professor do GMA Humberto Bortolossi
em 2004, até o comecgo da década seguinte, poucos alunos que chegavam
as aulas com a autora, no ciclo profissional, apresentavam familiaridade

com este recurso virtual.

O que ocorria na UFF, infelizmente, vinha ao encontro do que va-
rios educadores matematicos vinham constatando. Ou seja, que as aulas
tradicionais em que se abordam os contetidos matematicos em um con-
texto formalizado, no qual se utiliza uma linguagem algoritmica como a
algébrica, a vetorial, a matricial etc. e em que se segue uma apresentacao
expositiva segundo a trilogia “definicao, exemplo e teoremas”, raramente
levam a aprendizagem do significado dos conceitos, mesmo no caso de
adultos.

Estudos na area de Educacdao Matematica, como os de Paiva (1999),
constatavam que poucos sao aqueles aprendizes, ainda que adultos, cujas
mentes estdo aptas a se adequarem a pratica expositiva, pois esse tipo de
aula leva frequentemente o aluno a memorizacao de férmulas e a proce-
dimentos sem a compreensao do significado do conceito matematico a
que se referem. Disso decorre que o aprendiz apresenta dificuldade em
aplicar o conceito em problemas praticos ou em contextos diferentes.

57



Ensino de Geometria na América Latina:
pesquisa, ensino e formacgao docente

No que se segue, retornando as perspectivas educacionais advindas
da Psicologia Cognitiva e ao papel das linguagens matematicas para o en-
tendimento do significado dos conceitos matematicos de adultos, avaliam-
-se as teorias adotadas nas pesquisas realizadas pela autora e de como
elas se relacionam com as praticas educacionais ndo expositivas, voltadas
a melhoria do ensino de Geometria.

Teoria das Representac¢oes Semiodticas e obstaculos cognitivos

Entre os educadores matematicos, o psicélogo Raymond Duval, com
a chamada Teoria de Representacdes Semiodticas (TRS), é um dos pesqui-
sadores que tém considerado, no ensino e na aprendizagem, o papel das
linguagens matematicas e das relacdes entre elas, no entendimento do
significado dos conceitos matematicos. Para tanto, em Duval (1995), ele
considera a grande diversidade de representacdes de objetos matemati-
cos, que envolve simbolos, signos, cddigos, tabelas, graficos ou desenhos
etc. e adota a nogdo de registro semiotico de um objeto matematico para
especificar cada modalidade manifestada em uma destas diferentes repre-
sentac¢odes linguisticas.

7

E importante ressaltar que Duval compreende a natureza e a
representacdo de objetos matematicos da mesma forma que muitos
outros filésofos, matematicos e educadores matematicos. Ou seja, que a
Matematica lida com objetos abstratos, isto é, objetos ndo diretamente
acessiveis a percepg¢ao, e que, por isso, requerem, para a apreensao e o
entendimento do seu significado, o uso de representacdes perceptivas
externas concretas, geralmente constituidas por signos, graficos etc. Assim,
para que a compreensao de um objeto matematico aconteca, este nao pode
ser erroneamente confundido com a sua representacao semiotica. O objeto
matematico ndo pode ser considerado como sendo o proprio desenho,
signo ou sinal, pois esta ambiguidade pode levar a perda da compreensao
do significado matematico.

A TRS de Duval fundamentou pesquisas em diversos niveis educacio-
nais, envolvendo criancas e adolescentes, abordando uma ampla gama de
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atividades matematicas e procedimentos cognitivos. O pesquisador pro-
poOe a realizacao de uma andlise dos registros semidticos de um conceito
expressado por um aprendiz, para que se possa compreender como este
aprendiz entende o significado deste conceito. Este tipo de andlise é deno-
minado por Duval de andlise cognitiva. Por outro lado, em Goldin (1998),
comungando com a TRS, encontra-se uma analise de obstaculos ao enten-
dimento apresentados por criangas no contexto da matematica escolar, os
quais foram denominados de obstdculos cognitivos por limitarem os pro-
cessos mentais que levam ao entendimento dos conceitos matematicos em
suas diferentes representacgoes.

Até o final da década de 1990, a autora observava que as pesquisas
relacionadas ao surgimento de obstaculos cognitivos em adultos eram me-
nos comuns, o que a levou aos estudos envolvendo o desempenho de licen-
ciandos e professores do Ensino Fundamental e Médio, como apresentado
a seguir.

Pesquisas sobre obstaculos cognitivos e a visualizacao

Foram varias as pesquisas realizadas pela autora, envolvendo o des-
velamento de obstaculos cognitivos devidos a visualizagao, apresentados
por licenciandos e professores, relacionados a temas veiculados nas esco-
las. Entre elas, foram desenvolvidos estudos voltados para as dificuldades
apresentadas no reconhecimento de desenhos de s6lidos geométricos pre-
sentes nos livros didaticos brasileiros.

Um dos estudos que caracteriza bem estas dificuldades envolveu o
caso do corte do tetraedro regular por um plano que passa por quatro pon-
tos médios de arestas deste tetraedro. Segundo as observagoes prelimina-
res da autora, a maior parte dos sujeitos arguidos sobre esta questdao nao
conseguia identificar a forma da secao decorrente deste corte.

A provavel origem do obstaculo cognitivo subjacente a esta dificulda-
de seria a de o sujeito ndo visualizar (ver na mente) os pontos médios das
arestas do tetraedro e, portanto, ndo perceber que existem trés opc¢oes de
quatro destes pontos que se encontram sobre um mesmo plano, forman-
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do um quadrado. A suspeicao sobre a existéncia deste provavel obstaculo
cognitivo deu origem a uma das questdes apresentadas em um questio-
nario sobre os cinco poliedros regulares de Platdao, em uma pesquisa mais
ampla, de longo prazo, realizada em cursos presenciais. Esta pesquisa foi
repetida anualmente durante 15 anos, de 1996 a 2012. No total, participa-
ram 398 licenciandos de Matematica da UFF e 95 professores do Ensino
Fundamental e Médio. Todos tendo cursado, no minimo, cinco periodos da
Licenciatura, com disciplinas de Geometria Euclidiana (plana e espacial),
Geometria Analitica e Fundamentos de Geometria, nas quais estudaram os
solidos geometricos.

A questdo apresentada era a seguinte: determine a se¢ao plana obti-
da pelo corte de um plano que passa pelos pontos médios de quatro ares-
tas de um tetraedro regular.

Nas respostas encontradas, somente cerca de 37% disseram corre-
tamente que a se¢ao plana € um quadrado, enquanto 23% deixaram a res-
posta em branco. Entre as respostas erradas (cerca de 40%), apareceram
justificativas que corroboram as observacoes sobre a existéncia do obsta-
culo cognitivo considerado. Algumas dessas respostas erradas (cerca de
8%) negavam a existéncia da secdo plana (explicitamente considerada na
questdo) e a coplanaridade dos 4 pontos, pois afirmavam explicitamente

» «u

que: “nao forma secao plana”, “esses 4 pontos nao sao coplanares”, “os 4
pontos nao contém o mesmo plano”, “nenhum plano contém esses 4 pon-
tos”. O mais preocupante foram as respostas (cerca de 2%) que considera-
ram alguns poliedros como “secdo plana”, pois manifestaram que “a se¢ao

o« 1 BN (4

plana é um tetraedro”, ou “é um octaedro”, “é uma piramide”, “é um tronco
de piramide”, “é uma caixa”.

Outros resultados do mesmo questionario, apresentados em Kale-
ff (2022), eram ainda mais preocupantes e consolidaram as suspeitas da
autora sobre a existéncia de obstaculos cognitivos relativos ao reconhe-
cimento de desenhos de planificacoes e de esquemas de s6lidos obtidos
pelo empilhamento de cubos unitarios. No caso das planificacées, cerca de

20% dos licenciandos ndo desenharam corretamente uma planificacao do
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tetraedro regular, pois apresentaram desenhos de planificagdes de cubos
e prismas hexagonais, de piramides de base quadrada, de tetraedro em
perspectiva cavaleira, entre outros ainda mais bizarros. Por sua vez, o caso
de um sélido construido com somente 5 cubos foi ainda mais contundente,
pois somente 57% dos licenciandos reconheceram corretamente o dese-
nho, sendo que este € um dos mais frequentes nos livros didaticos brasilei-
ros para os anos escolares iniciais.

As observacgdes da autora na sala de aula e os resultados anteriores,
amealhados ao longo dos anos, apontavam que os erros eram devidos a
provaveis obstaculos cognitivos originados da nao visualizacao correta dos
objetos geométricos espaciais e precisavam ser enfrentados de maneira
diferenciada daquela apresentada nas disciplinas cursadas anteriormente
com aulas expositivas, nas quais os temas eram tratados somente a partir
de desenhos com régua, esquadro e compasso.

A seguir, apresenta-se como, na Licenciatura do IME, obstaculos cog-
nitivos advindos da visualizacdao foram transpostos por meio do concei-
to de ludicidade, em um laboratoério, o LEG, no qual se realizaram agdes e
se desenvolveram praticas com vistas a melhoria do ensino de Geometria,

contornando as limitagdes do ensino expositivo.

A LUDICIDADE: IMPORTANCIA E LIMITACOES

Com certeza, a ludicidade é um dos conceitos mais mal compreendi-
dos nos meios da formacao do professor de Matematica, pois € muito com-

plexo, polissémico e depende da area de conhecimento envolvida.

Na area da Educacao Matematica, e como a autora a considera, a ludi-
cidade pode ser entendida a partir de dois pontos de vista complementa-
res: o da coletividade e o da subjetividade. Para o primeiro, a ludicidade é
formada por atividades prazerosas envolvendo criacdes culturais, étnicas
e atos sociais, oriundos das relagdes dos individuos entre si na sociedade.
Do ponto de vista da subjetividade, a ludicidade é caracterizada como um
estado de animo que expressa um sentimento de entrega, de inteireza, de

61



Ensino de Geometria na América Latina:
pesquisa, ensino e formacgao docente

vivéncia plena, em uma circunstancia prazerosa da vida e se relaciona com
a realidade cognitiva do individuo.

A ludicidade, no entanto, nem sempre é bem compreendida no am-
bito do sistema educacional, ao ter o seu entendimento limitado a um con-
junto de atividades prazerosas motivadoras de a¢des individuais e coleti-
vas. Tem sido observado que muitas vezes, o professor faz uso de recursos
didaticos, como no caso de materiais manipulativos concretos ou virtuais,
buscando somente os seus componentes ludicos, principalmente no caso
de jogos voltados para o ensino. Assim, o professor nao prioriza os aspectos
formadores do conhecimento, em direcao a transposicao dos obstaculos
cognitivos na construcao do significado de um conceito matematico nem
de sua relacdo com a abstracdo. Dessa forma, nem sempre os materiais
didaticos sao utilizados pelo aluno de maneira plena na busca de desco-
bertas e de uma aprendizagem significativa. Embora as descobertas reali-
zadas pelo aprendiz sejam parte importante do processo de aprendizagem
e do entendimento do significado de um conceito, ndo se constituem no
todo do processo mental envolvido. Como sera enfatizado a seguir, este
processo precisa ser orientado pelo professor por meio de atividades que,
respeitando as singularidades do aprendiz, utilizem os recursos didaticos

como mediadores na construc¢do do significado matematico.

Nesta direcdo, a autora, ha muito, considerava a possibilidade de se
ter, no sistema educacional, um espaco que proporcione maior visibilida-
de a subjetividade e a singularidade dos atores, que permita a interacao
nos procedimentos e praticas ali realizadas e que leve ao desenvolvimento
pessoal dos aprendizes e do professor na busca do conhecimento cientifi-
co e social. Um espaco educacional onde a curiosidade é estimulada, e que
permite o surgimento do interesse pelo saber cientifico. Um locus onde
a ludicidade possa ser explorada de ambas as maneiras, ou seja, ensinar
com paixao e sentimento de prazer para produzir atividades, materiais
didaticos e acdes que reproduzam situacdes ludicas, mas que promovam
a aprendizagem significativa. No ambito do sistema educacional, um tal
espago como aqui idealizado seria o de um Laboratdrio de Educagdo Mate-
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mdtica. Em um curso de licenciatura em Matematica esse tipo de laboraté-
rio se constitui, portanto, em um locus para a discussao e inovacao dos co-
nhecimentos, contribuindo tanto para o desenvolvimento profissional dos
futuros professores como para sua iniciacdo em atividades de pesquisa.

No que se segue, apresentam-se as caracteristicas do laboratorio
LEG do IME, para o qual o conceito de “sala ambiente”, como planejado
pela professora Moraes, foi uma das inspiragoes.

0 LABORATORIO LEG NOS CURSOS DE MATEMATICA

Um Laboratério de Educacdao Matematica (LEM), como considerado
pela autora em Kaleff (2023 e 2024 ), pode ser um local especifico da escola
ou uma simples sala de aula. Assim, um LEM é um local de realizacao de
praticas didaticas reflexivas, que permitem ao professor analisar e ques-
tionar suas proprias acoes e decisOes pedagdgicas, visando a melhoria do
ensino de Matematica. Também é um local em que as a¢ées do docente se
concentram no desenvolvimento de estratégias e procedimentos didaticos
ludicos e motivadores da acao do aprendiz, e que estao em consonancia
com as, atualmente denominadas, metodologias ativas. Estas priorizam o
papel de protagonista do aluno na aprendizagem com o professor levando
em conta o desenvolvimento da criatividade do aprendiz, sua efetiva parti-
cipacao em todas as etapas do processo de aprendizagem e, principalmen-
te, o desenvolvimento da cognigdo por meio de ac¢des ludicas, empiricas e
interativas do aluno com o ambiente fisico e social.

O Laboratério de Ensino de Geometria (LEG) da UFF foi concebido
como um nucleo de pesquisa, de inovacao, de divulgacao de recursos di-
daticos e de metodologias para o ensino e a aprendizagem das Geometrias
(Euclidiana e ndo Euclidianas), porém sempre apresentou caracteristicas
singulares que iam além das de um LEM e de uma sala ambiente.

No LEG, estava-se tanto na busca do entendimento das interacoes
entre os atores educacionais envolvidos no incentivo do “manipular cons-
ciente” (inspirado em Steiner) de recursos didaticos artesanais, quanto na
busca pela matéria-prima sustentavel e de baixo custo para a construc¢ao
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manual e artesanal destes recursos. Por estas razdes, sob a coordenagao
da autora de 1994 a 2018, o laboratério sempre teve a caracteristica do
que, atualmente, € chamado de laboratério maker sustentdvel, como apre-
sentado em Kaleff (2024). Um espago em que se buscava, por meio da lu-
dicidade, levar o licenciando a autonomia na vida profissional, a reflexao
critica sobre a manipulacdo dos recursos didaticos para o entendimento
significativo dos conteudos matematicos, principalmente os geométricos,

e a conscientizacdo das interrelacdes entre aluno e professor.

Como mencionado em Kaleff; Batista e Rosa (2025), em uma sala de
aula ou laboratério como o LEG, pode-se representar e modelar um objeto
matematico de muitas maneiras, por meio de recursos didaticos manipu-
lativos concretos ou virtuais. Estes sdo muito importantes, pois podem ser
considerados como uma ferramenta de mediagdo semiética quando usados
pelo docente “para intervir intencionalmente na aprendizagem da repre-
sentacao de um contetildo matematico, por meio de simbolos e sinais” (p.
229). Eles potencializam o entendimento do significado matematico e o
desenvolvimento cognitivo da habilidade da visualizacdo do aprendiz, na
interacdo com as representacoes e seus registros semidticos. Assim, a ma-
nipulacdo e a observacao do recurso possibilitam o desenvolvimento da
habilidade de se perceber mentalmente (visualizar) o objeto matematico
em estudo e de diferencia-lo de suas representagdes e registros. Por outro
lado, 0o bom e adequado recurso didatico manipulativo, como apresentado
em Kaleff (2023; p. 61) e compreendido como uma ferramenta de media-
cdo semiotica, permite ao professor entender melhor os provaveis obsta-
culos cognitivos apresentados pelos alunos e a criar atividades que levem
o aprendiz a ultrapassa-los.

Pelo apresentado, a autora constatou, no LEG, que o obstaculo cog-
nitivo anteriormente relatado, sobre o plano que passa por quatro pontos
médios das arestas de um tetraedro regular, pode ser ultrapassado pela
observacdo das sombras, sobre uma parede plana, obtidas pela projecao
de um feixe de luz (como o emitido pela lanterna de um celular) sobre um
modelo do esqueleto das arestas do tetraedro com as do octaedro inscrito,
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construido com canudos de plastico, como pode ser visto em Kaleff (2023,
p. 285 - 289). Também ali, se mostra que os obstaculos cognitivos relati-
vos ao reconhecimento de desenhos de solidos espaciais podem ser ultra-
passados pelas praticas envolvendo construcdes com quebra-cabegas 3D e
modelos de esqueletos das arestas de solidos ((p. 289-334).

Vd

E interessante enfatizar que, no caso da definicao de um conceito,
por exemplo, sdo as atividades e os procedimentos empiricos que
possibilitam o desenvolvimento da visualizacao deste conceito. Estas
acoes sao fundamentais para que o aprendiz analise o conjunto das
caracteristicas pertinentes ao conceito e a organiza-las mentalmente
para poder entender a definicdo matematica. Partindo da manipulacao
de recursos didaticos concretos ou virtuais e da observacao de algumas
de suas representagdes graficas, o professor pode direcionar o aluno a
desenvolver um procedimento empirico de agdes em uma sequéncia de
atividades do tipo “tentativa e erro” para a obtencao do conjunto das ca-
racteristicas pertinentes ao conceito. Tal procedimento auxilia o apren-
diz a organizar seus pensamentos, a descobrir e a obter a “sua” versao da
definicdao. Ainda que, muitas vezes, tal versao individualizada apresente
incorrecoes e seja incompleta do ponto de vista padrao tedrico matema-
tico, ela facilita a compreensao da definicio matematica. Esta deve ser
apresentada pelo docente ao final do procedimento empirico realizado
pelo aluno.

No LEG foi criada, artesanalmente, uma vasta colecao de recursos di-
daticos, apresentada em Kaleff (2023), constituida por: diferentes tipos de
quebra-cabecas planos e espaciais; um conjunto de abacos de 5 tipos dife-
rentes; modelos de sélidos diversos incluindo os de esqueletos de arestas;
modelos de superficies regradas etc. Todavia, foram procedimentos empi-
ricos, realizados com estes recursos de mediagao semidtica, que levaram,
muitas vezes, a autora a ouvir frases do tipo: “s6 consegui resolver a prova
de Calculo porque lembrei do hiperboloide que vi em uma exposicao do
LEG”; “depois de mexer nos cubinhos e ver os desenhos € que entendi”;
“s6 entendi as relagdes entre os volumes mexendo com os quebra-cabe-

cas”. Estas frases sempre indicaram que a utilizacao dos materiais didati-
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cos potencializava, através da visualizacao, a desconstru¢dao do obstaculo
cognitivo e o entendimento do significado dos conceitos, tdo necessario a
abstracao matematica.

Pelo que foi constatado pela autora, portanto, os procedimentos em-
piricos realizados no LEG complementavam o que tanto faltava, nas disci-
plinas basicas, aos alunos da Licenciatura da UFF, ao permitir que saissem
da contemplacao passiva para a acao e ultrapassassem o desalento e o de-
sencanto por um ensino que desconsiderava suas singularidades e os obs-
taculos cognitivos que enfrentavam, e que ndo os incentivava a descobrir

as proprias potencialidades.

O LEG foi se constituindo em um espago de aprendizagem e pesquisa
para o licenciando e para professores em formacao continuada, no qual, a
partir de 1998, eram desenvolvidas varias agdes pedagdgicas da Licencia-
tura em duas disciplinas obrigatorias: Laboratdério de Educagdo Matemd-
tica e Educagcdo Matemdtica-Geometria, bem como em cursos de extensao
para a melhoria do ensino de Geometria para professores.

Cabe enfatizar que a criacdo e a elaboracao do recurso didatico ar-
tesanal com matéria-prima de baixo custo, pelo licenciando ou professor
em exercicio, o levavam a tomar consciéncia de trés de suas dificuldades.
A primeira acontecia na criagdo do recurso, pois este deveria ser diferente
daqueles encontrados nos ambientes virtuais ou no comércio, tais como:
blocos l6gicos, réguas cuisinaire, geoplanos etc. A segunda era relacionada
a coordenacdao motora necessaria para a confeccdo artesanal do recurso,
pois, geralmente, estes adultos apresentavam inabilidade para o manejo
de pequenas ferramentas manuais como serras, tesouras, cortadores di-
versos etc. A terceira se encontrava na elaboracao das atividades orien-
tadoras para o futuro aluno, usuario do recurso, pois estas atividades de-
veriam transformar este recurso em uma efetiva ferramenta de mediacgao
semiotica.

De forma resumida, as agdes educacionais, no LEG, visavam levar o
licenciando ou o graduado a ultrapassar suas préprias dificuldades, seus
obstaculos cognitivos e atingir o “manipular consciente” como recurso di-
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datico artesanal para chegar ao “significado matematico”. Esse processo
envolvia acdes conscientes, preconizadas por Steiner, e praticas do “fazer
com as maos’. Ou seja, praticas relacionadas ao hands on, advindas das
pesquisas educacionais americanas e inglesas (segundo os Standards e
precursoras da denomina¢do maker), bem como acdes de mao na massa,
la main a la pdte, segundo pesquisadores franceses (como na TRS).

Por outro lado, cabe enfatizar que as agdes no LEG visavam a auto-
nomia profissional na “formacao pela acdao”, sempre tendo em vista com-
plementar as demandas da comunidade escolar dentro e fora dos muros
da Universidade. Assim, além dos licenciandos participantes das discipli-
nas citadas, também outros participavam das atividades do Laboratério,
seja mediante bolsa de monitoria, de extensao, ou de iniciagao a docéncia,
seja como voluntarios que buscavam o enriquecimento de sua formacao
docente. O LEG aglutinava também docentes dos varios departamentos
do IME simpatizantes da area de Educacdao Matematica e professores de
Matematica, que atuavam em escolas de Ensino Fundamental e Médio. De
que maneira o LEG ia além dos muros da UFF e seus recursos se tornaram
equitativos e inclusivos, é o que se relata a seguir.

O Museu LEGi e a Educac¢ao Inclusiva

Desde sua fundacao, as acdes do Laboratério também se voltavam
a formacao e a democratizacao do conhecimento criado na Universidade
por meio da itinerancia do acervo, o Museu LEGI, constituido pelos mate-
riais didaticos manipulativos interativos criados no Laboratério e apre-
sentados em exposicdes publicas e em eventos educacionais. Em 2005,
por convite do professor Costa, o Museu se transformou efetivamente em
itinerante ao ser integrado as a¢des de ensino a distancia dos Cursos da
UFF ligados a Universidade Aberta do Brasil, que estavam sob a direcao
deste professor.

Por outro lado, considerando que, ha tanto tempo, a autora ja vinha
se preocupando, no ensino de Geometria, com a visualizacdo e com a for-
mac¢do de imagens mentais pelas pessoas com visao normal, nada mais
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coerente do que se pensar em uma vertente de pesquisa que envolvesse
estes temas para individuos com deficiéncia visual, ou seja, cegos ou com

baixa visao.

Assim, a partir de 2008, foram iniciados estudos sobre como se criar
recursos equitativos e melhor realizar a adaptacao dos materiais manipu-
lativos concretos e virtuais existentes no LEG, para se tornarem tateis e
poderem ser utilizados no ambito da Educacdo Matematica Inclusiva de
alunos com deficiéncia visual. Para tanto, o acervo didatico de recursos do
LEG destinado as pessoas videntes, aquelas consideradas com visao nor-
mal, também teve que ser reconfigurado para se tornar inclusivo, com as
cores substituidas por matérias-primas providas de diferentes espessuras
e texturas. Também os Cadernos de Atividades, contendo a descrigao e as
orientacoes das atividades correspondentes a cada recurso manipulativo,
foram reestruturados, com desenhos tateis em alto relevo, e reimpressos
com fonte em tamanho grande, para pessoas videntes ou com baixa visao,
além de terem a sua transcri¢ao impressa em Braille, destinada aos cegos.

Tais recursos inclusivos foram aplicados a alunos e professores (ce-
gos e com deficiéncia) do Ensino Fundamental do Instituto Benjamin Cons-
tant (IBC), escola especializada nesta deficiéncia. A partir de 2012, estes
recursos foram aplicados a alunos do Ensino Médio das classes regulares
do Colégio Pedro II, no Rio de Janeiro e em Niterdi. Este colégio é uma es-
cola inclusiva que recebe os alunos advindos do IBC.

Por sua vez, o acervo do Museu LEGi também foi, com o passar dos
anos, se tornando inclusivo, transformando-se em Museu Interativo Itine-
rante Inclusivo de Educagdo Matemdtica. Por ocasidao da aposentadoria da
autora, em 2018, o acervo do LEG contava com cerca de 60 recursos di-
daticos artesanais inclusivos que podem ser conferidos em Kaleff (2023
e 2016c), e com uma pequena biblioteca de livros infantis tateis, além de
centenas de livros e periédicos nacionais sobre Histéria da Matematica,
Etnomatematica, didatica, ensino de Geometria etc.

Além disso, visando atender a legislacao vigente relativa a Inclusao,
foram incluidos, na ementa da disciplina obrigatoéria Laboratdrio de Edu-
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cagdo Matemadtica, de responsabilidade do Departamento de Geometria,
topicos que orientam o licenciando sobre a Educacao Inclusiva e o ensino
de Geometria.

UM LEGADO PARA A CONTINUIDADE ...

Na narrativa que agora se finda, a autora buscou mostrar como, ao
longo da historia da Licenciatura da UFF, se constituiu uma sala ambiente,
na qual o encantamento pela Geometria e pelo seu ensino foi sendo resga-
tado. Local em que, ao se construir recursos didaticos artesanais de bai-
X0 custo, podia-se incentivar o licenciando a desenvolver atividades que o
preparavam para levar o seu futuro aluno, a partir da observacao concre-
ta de modelos e representagdes matematicas, ao significado e a abstracao
dos conceitos, de uma maneira lidica e prazerosa, sem deixar de lado os
preceitos matematicos. Um local em que a acdo de se “Ensinar Geometria”
foi se transformando em “Educar pela Geometria”, onde o “Ensinar Mate-
matica” aos poucos se transformou em “Educar pela Matematica”, a todos,
independentemente das singularidades dos aprendizes.

Em Kaleff (2007, 2010, 2012, 2016a, 2016b, 2016c, 2022, 2023,
2024), a autora apresenta as teorias que fundamentam as consideracoes
anteriores e desenvolve exemplos de atividades com a aplicacao dos re-
cursos didaticos manipulativos que funcionam como ferramentas de me-
diacao semiotica. Também mostra como tudo isso pode ser realizado em
uma simples sala de aula, transformando-a em um laboratorio de liber-
dade de acao do aluno e do professor, onde descobertas permitem que se
ultrapasse as singularidades do aprendiz, tirando-o do desanimo frente
as acoes educacionais, levando-o a assumir atitudes ativas com vistas ao
progresso nas atividades matematicas, evitando o fracasso escolar e a
consequente evasao.

A autora espera que, com a narrativa apresentada, tenha resgatado
o nome da professora Ceres Marques de Moraes e o seu legado educacio-
nal, trazendo-os ao lugar que merecem na historia dos Cursos de Mate-
matica da UFF.
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A autora também almeja que os seus textos aqui referenciados pos-
sam entusiasmar outros professores a dar continuidade ao que foi realiza-
do e a criar novas situagoes didaticas com vistas a melhoria do ensino de
Matematica, principalmente de Geometria.
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CAPITULO 3

Rastros que revelam pensamentos:
telagravacoes e significacao em
ambientes de geometria dinamica

Resumo: O capitulo convida o leitor a adentrar nos bastidores da aprendiza-
gem geométrica em ambientes digitais, acompanhando como signos se cons-
troem em movimento. Ancorado na perspectiva historico-cultural e na media-
cdo semiotica, o estudo articula Design Experiment e cognicdo corporificada.
O experimento de ensino foi realizado com estudantes do 12 ano do Ensino
Médio em formacao de professores da rede publica, utilizando GeoGebra em
tablets. As telagravagdes registraram toques, rastros e falas, possibilitando
andlises refinadas de interagdes. Os resultados indicam que a telagravacao
subsidia ciclos de (re)design ao revelar estratégias emergentes com toques e
rastros, orientando o refinamento da tarefa.

Palavras-chave: Telagravacao. Medicagdo semiotica. Design de tarefas.

Resumen: El capitulo invita al lector a adentrarse en los entresijos del apren-
dizaje geométrico en entornos digitales, acompafando cémo se construyen
los signos en movimiento. Anclado en la perspectiva histdrico-cultural y en
la mediacion semidtica, el estudio articula Disefio Experimental y cognicion
incorporada. El experimento de ensefianza se realizé con estudiantes del pri-
mer afio de Educaciéon Secundaria en formacion de docentes de la red publica,
utilizando GeoGebra en tabletas. Las pantallagrabaciones registraron toques,
rastros y palabras, posibilitando analisis refinados de las interacciones. Los
resultados subrayan que la pantallagrabacion subsidia ciclos de (re)disefio al
revelar estrategias emergentes con toques y rastros, orientando el perfeccio-
namiento de la tarea.

Palabras-clave: Pantallagrabacion. Mediacion semidtica. Disefio de tareas.
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INTRODUCAO

A expansdo das Tecnologias Digitais de Informac¢dao e Comunicagao
(TDIC) vem promovendo transformagdes significativas na Educagao Mate-
matica, especialmente na forma como professores e estudantes interagem
com 0s conceitos geométricos. No contexto contemporaneo, 0 acesso am-
pliado a dispositivos mdveis, como tablets e smartphones, tem possibilita-
do a integracao de ambientes digitais de aprendizagem que potencializam
novas praticas pedagégicas e investigativas. Entre esses ambientes, desta-
cam-se os de Geometria Dinamica, que permitem a constru¢dao e manipu-
lacdo de objetos matematicos e possibilitam a elaboracao de relagoes visu-
ais, gestuais e simbdlicas em tempo real, favorecendo a experimentacao e
a construcao compartilhada de significados matematicos.

Essa expansao tecnoldgica ndao se resume a insercao de novos ar-
tefatos em sala de aula, mas implica repensar as formas de mediacao e
de representacao do conhecimento. Nas ultimas décadas, a pesquisa em
Educacao Matematica tem evidenciado a importancia das mediagdes se-
midticas — compreendidas como processos de significacao mediados por
artefatos, gestos e signos — na aprendizagem de contetidos geométricos
(Bartolini Bussi; Mariotti, 2008; Radford, 2014). Quando essas media-
cOes se articulam ao design de tarefas, concebido como o planejamento
intencional de situagdes que estimulam a investigacao e o raciocinio ma-
tematico (Cobb et al., 2003), abrem-se possibilidades para compreender
como os estudantes constroem significados por meio da acao e da refle-
xdo sobre suas préprias producoes.

A presenca de dispositivos méveis nos contextos educacionais amplia
ainda mais essas possibilidades. Tablets e smartphones, aliados a softwares
como GeoGebra ou Sketchometry, permitem que os aprendizes interajam
de modo direto com figuras e constru¢cdes geométricas, promovendo expe-
riéncias cognitivas e corporificadas. A incorporacao de registros multimo-
dais, como telagravacdes (TG) (gravagdes de tela que registram as agoes
dos estudantes durante a resolucio das tarefas) e Folhas de [cones (Assis,
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2020) - instrumentos graficos para anotar gestos e interacdes -, emerge
como uma estratégia metodologica na coleta e andlise de dados. Esses re-
gistros oferecem ao pesquisador e ao professor indicios ricos de como os
processos de mediagao e significagao se constituem no movimento entre o
gesto, o olhar, o discurso e a agao sobre o artefato.

Diante desse cenario, o presente estudo busca responder a seguinte
questdao: Como a Telagravacao (TG) pode contribuir para a compreensao
do processo de construgdo de significados geométricos em ambientes? A
proposta é compartilhar uma analise de um processo de mediagao semio-
tica em tarefas de geometria desenvolvidas em ambiente digital, adotando
como base tedrica os estudos de Bartolini Bussi e Mariotti (2008) sobre
mediagdo semidtica e de Cobb et al. (2003) sobre o design experiment e o

papel das tarefas no desenvolvimento da aprendizagem matematica.

A relevancia deste capitulo se sustenta em trés dimensdes comple-
mentares. Teoricamente, contribui para o aprofundamento das discussoes
sobre a mediacdo semidtica na Educagdao Matematica, dialogando com as
contribuicoes de Bartolini Bussi e Mariotti (2008) e Radford (2014) acerca
dos processos de significacio mediados por tecnologias digitais. Metodo-
logicamente, propoe a utilizacao de registros multimodais como instru-
mento de analise qualitativa em ambientes digitais, ampliando as possi-
bilidades de observacgao e interpretacao dos processos de aprendizagem.
Socialmente, a pesquisa oferece subsidios para a formacao docente, ao
destacar praticas investigativas que articulam o uso pedagégico das tecno-
logias digitais a construgao coletiva do conhecimento matematico.

SIGNOS EM MOVIMENTO

A significacao é um processo essencialmente humano e social, cons-
tituido nas relagdes que o sujeito estabelece com o mundo, com os outros
e com os artefatos culturais. A luz da perspectiva histérico-cultural, esse
processo nao é apenas individual, mas resultado da atividade mediada por
signos que emergem da interacdo. Vigotski, ao compreender o desenvol-
vimento humano como um fenémeno cultural, enfatiza que é pela lingua-
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gem, pelos gestos e pelos instrumentos simbdlicos que o homem organiza
sua experiéncia e transforma sua prépria mente. Pino (2004) aprofunda
essa concepc¢ao ao destacar que a cultura € o que torna o homem humano,
pois é nela que se originam os sistemas simbdlicos que regulam o compor-
tamento e produzem sentido. Gestos e toque em telas, nesse contexto, ndo
sao apenas expressdes corporais, mas uma forma de pensamento em agao,
um signo que, ao ser produzido e interpretado no contexto social, materia-
liza e compartilha significados.

Em Pino (1995), esse processo € descrito como uma atividade que
permite a descoberta e a organizacdo do pensamento. Ao discutir a técnica
e a semidtica na era da informatica, Pino (2003) aponta que as tecnologias
ampliam as possibilidades de semiose, estendendo a agdao simboélica huma-
na para novos dominios de representagdo e pensamento. Assim, o signo,
em sua esséncia, € uma ponte entre o real e o possivel, um meio pelo qual
o ser humano projeta, transforma e compreende o mundo.

A partir de uma compreensao mais ampla do funcionamento signico,
Arzarello (2006) propde que os processos de aprendizagem, especialmen-
te os relacionados a matematica, sao intrinsecamente multimodais. Ele in-
troduz o conceito de pacote semiotico (semiotic bundle), que reune fala,
gesto, escrita e outros modos de expressao em um sistema integrado de
comunicacao. Nesse sentido, a semiose se realiza de forma simultanea e
coordenada entre diferentes modalidades, cada uma contribuindo para a
construcdo e apropriacao de significados. O gesto e toque em telas, por-
tanto, ganham um papel central na cognicao corporificada, que possibilita
estruturar pensamentos.

Mariotti (2009), ao dialogar com essa perspectiva, descreve o gesto
como um recurso semiotico fundamental para a mediagao entre o sujeito
e o artefato. Ele argumenta que, ao agir sobre o artefato e explicitar suas
acoes por meio de gestos e palavras, o sujeito externaliza e negocia signifi-
cados, transformando experiéncias individuais em significados comparti-
lhaveis. Dessa maneira, o gesto é parte integrante da construcao conceitu-
al, especialmente em ambientes de aprendizagem baseados em atividades
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praticas e experimentais, como o uso de softwares de geometria dindmica
ou materiais manipulativos.

O interacionismo simbdlico contribui para ampliar essa discussao
ao compreender o significado como produto da interagdo social. Segun-
do essa perspectiva, os individuos agem em funcado dos significados que
atribuem as situacdes, e tais significados sdo construidos e transforma-
dos no processo de comunicagao. Assim, o gesto, a fala, o toque nas telas,
escritas e as expressoes corporais sdao elementos simbdlicos que, em in-
teracao, moldam o sentido das acées humanas (Carvalho; Borges, Régo,
2010). Essa visao converge com a de Pino (2004), ao reconhecer que os
signos sao mediadores das relagdes sociais e instrumentos da construcao
do pensamento.

Desse modo, o processo de significacao assume que o gesto e toques
em telas atuam como uma forma de linguagem e de pensamento, e a inte-
racao social como o espaco de produc¢ao e negociacao de sentidos. A com-
preensdo dessa dinamica amplia as possibilidades de analise das praticas
educativas, pois evidencia que aprender nao é apenas internalizar conteu-
dos, mas participar de um processo coletivo de construcao de significados
que se expressam por meio de multiplas modalidades de comunicacao.

TELAGRAVACOES - REVELANDO 0OS BASTIDORES

O processo dinamico possibilitado por uma Pesquisa de Design
(Cobb et al,, 2003) e a necessidade de um grande exercicio de revisita-
cdo aos dados coletados e uma analise retrospectiva, para elaboragdes
de assertivas acerca de raciocinios dos discentes, associados aos toques
em telas, a gravacao em video gerado por uma camera direcionada para
a superficie do tablet, em alguns momentos, impossibilitou o progresso
da investigacdo do experimento. Com o proposito de apoiar as analises
retrospectivas, para documentar todo o processo de interacdo, dando én-
fase para toques em telas, destacamos o que denominamos, em investiga-
coes no cerne do GEPETICEM, de telagravacoes (Assis, Henrique, Bairral,
2020). Denominamos telagravacao o recurso de gravacao do dudio - ima-
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gens - toques - rastros sincronicamente a partir do proprio smartphone
e/ou tablets utilizados em implementacdes, com o auxilio de recursos de
gravacao de telas, disponibilizados nos tablets (Assis, Bairral, 2022).

Dados capturados por uma filmadora nos fornecem elementos
importantes para analisar situacdes de aprendizagem, como interacdes
entre discentes ou discente e o dispositivo, além de gestos e falas, por
exemplo. No entanto, nem sempre o dudio capturado pela filmadora é de
boa qualidade.

A telagravacgao surge a partir do momento no qual, ao realizar grava-
coes com a filmadora, tornou-se dificultoso identificar se o discente efetuou
o toque na tela do tablet ou nao, ou a quantidade de dedos em contato com a
tela para deslocar uma determinada construgao. Nao é tutelar esse ou aque-
le recurso, mas é a defesa de uma conjuncao de recursos para refinar as ana-
lises. A TG, a gravacao em video, os registros escritos etc. dispostos em uma
linha do tempo auxiliam na analise pormenorizada de um processo interati-
vo rico no fluido da mediacao semidtica (Assis, Bairral, 2022).

Dois elementos agregadores sao o toque na tela e o seu rastro
produzido. A possibilidade de gravar toques e rastros pode contribuir
para identificar a elaboragdo de algumas estratégias e indicios de pro-
cesso cognitivo empregado na realizacdo da tarefa. As fun¢cdes “mostrar
toques” e “mostrar toque do ponteiro” sao habilitadas nas configuragoes
do dispositivo (smartphone/tablet).

A sinalizacao de toque na tela e o rastro do movimento realizado as-
sociado as telagravagdes - a gravacao dos bastidores - é possivel diferen-
ciar o toque em tela de um gesto déitico (McNeill; 2002), por exemplo.

78



Ensino de Geometria na América Latina:
pesquisa, ensino e formacgao docente

Figura 1 - Captura de telas

Fonte: elaborado pelos autores.

A figura 1 (a), em alguns momentos, pode sugerir que a discente rea-
lizou um gesto de apontar determinada parte inferior da area de manipu-
lacao do tablet, no entanto, ao confrontar com a gravacao realizada com
aplicativo, é possivel identificar dois toques nas telas, momento no qual as
discentes manipulam juntas a mesma construgao, o que sé é possivel iden-

tificar essa manipulacao conjunta com a gravagao a partir da filmadora.

Figura 2 - Indicacao de rastros de toque em telas

Fonte: elaborado pelos autores.

Ao habilitar a op¢ao “Mostrar local do ponteiro”, é possivel identi-
ficar o caminho - 0 que chamaremos de rastro - realizado durante um
determinado movimento. O rastro registrado na tela é indicado por uma
combinacao de pontos vermelhos e azuis. Trabalhos realizados por Arza-
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rello et al. (2002), Bartolini Bussi e Mariotti (2008) e Baccaglini-Frank e
Sinclair (2017) possibilitaram habilitar a funcao que indica o rastro de
elementos da construcao realizado no Cabri, também possivel de se obter
no GeoGebra. O que diferencia o recurso destes programas de geometria
dinamica para o habilitado diretamente no dispositivo é que o rastro re-
gistrado na tela ndo garante que seja o rastro do toque realizado na tela,
ao se deslocar uma construcao.

Em uma construgdo realizada no GeoGebra, foi habilitado o rastro
de dois vértices e da regido interna do triangulo. Ao realizar o desloca-
mento, apds selecionar o triangulo, podemos observar o indicativo de
duas linhas pontilhadas em azul com maior destaque (deslocamentos
dos vértices), regido na cor verde (deslocamento da regiao interna e la-
dos do triangulo) e - e um ponto branco sobre o triangulo (indicado o
toque) e seu rastro indicado pela linha pontilhada vermelha.

Figura 3 - Rastros e toque

Fonte: dados da pesquisa.

Dados gerados a partir de fontes distintas em ambientes de
aprendizagem, podem auxiliar na andlise sobre possiveis regularidades,
identificando processos relacionais interdependentes que ocorrem entre
particularidades e generalidades para constituicio de uma proposta
didatica, o que nao significa que mesmo tendo produzido arquétipos
validos para um determinado contexto, se dara da mesma maneira em
um contexto distinto, assim sendo, ndo anulamos a possibilidade de
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que o material possa ser adaptado segundo as especificidades de uma
determinada circunstancia.

Nado é nossa pretensao provar a aplicabilidade ou fraquezas de uma
estipulada teoria. Entendemos que experimentos de ensino, realizados
em contextos reais, sdo permeados de enredamento e limitacdes. Isto
posto, o processo de redesenho e refinamento das tarefas é dindmico e
quase sempre ndo perfaz a imprevisibilidade que surge em implementa-
cOes, dessa forma, a efetivacao de ajustes e experimentos se faz necessa-
ria (Cobb et al., 2003).

As TG, nesse contexto, constituem-se como mais uma forma de obter
dados com os quais objetivamos substanciar reflexdes acerca do proces-
so de elaboracgao e apropriacao de significados. O toque na tela, arrastos
e giros realizados, a captura da entonagdo da fala, sdo exemplos de ele-
mentos que podem oferecer pistas sobre a subjacente capacidade de ob-
servar e analisar possiveis padrdes de resolucio de problemas. E préprio
ressaltar que tal procedimento ndo se caracteriza como algo prescritivo.
Nao significa que tal processo para a elaboragao de uma determinada
tarefa seja comum aos pares, mas pode contribuir para customizagao da
tarefa, seja agregando maior aprofundamento, utilizagao de novos recur-
sos ou redesenhando a tarefa com outro software, por exemplo.

ALGUNS CAMINHOS METODOLOGICOS

O estudo foi conduzido in loco com estudantes do 12 ano do Ensino
Médio em um curso de Formacao de Professores, do Instituto de Educa-
cao Rangel Pestana (SEEDUC/R]) em parceria com o Grupo de Estudos e
Pesquisas das Tecnologias da Informac¢ao e Comunicacdao em Educacgao
Matematica (GEPETICEM') com foco em compreender como toques em
tela e manipulagdes com a tela ou a partir dela contribuem para o apren-
dizado de isometrias no GeoGebra. A coleta de dados incluiu telagrava-
coes (registros que capturam toques, rastros, gestos e audio) além de
anotacoes do pesquisador, producdes dos alunos, gravacdes em video e

Uhttps://www.gepeticem.ufrrj.br/
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uma folha de icones (Assis, 2020) que auxiliou na identificacao das acdes
realizadas na tela.

A pesquisa adota a metodologia de Design Experiment (DE) (Cobb
et al., 2003), entendida como uma abordagem investigativa que articu-
la, de forma ciclica, planejamento, implementac¢do, analise e refinamento
continuo das tarefas. Essa metodologia permite acompanhar processos de
aprendizagem em ambientes reais, a0 mesmo tempo em que possibilita
ajustar o design das atividades a medida que evidéncias emergem das in-
teracoes dos estudantes. Em contextos mediados por tecnologias digitais,
como tablets e softwares de geometria dindmica, o DE mostra-se especial-
mente adequado, pois reconhece a imprevisibilidade e a riqueza das inte-
racoes que se produzem nesses ambientes.

O DE orientou a elaboraciao e o desenvolvimento das tarefas em
implementacdes sucessivas. Cada implementacdo gerou dados que re-
troalimentaram o processo, permitindo reorganizar instrucoes, ajustar a
sequéncia de atividades e modificar elementos do design, conforme su-
gerem Cobb, Zhao e Dean (2009) ao defenderem a importancia do “re-
finamento progressivo” na pesquisa baseada em design. Tarefas como
Deslocando o Poligono, Estrela e Placa de Ceramica (Assis, 2020), cons-
truidas no GeoGebra e implementadas em tablets, foram reconfiguradas
apos analises preliminares, tornando-se mais responsivas as estratégias
emergentes dos estudantes. Essa flexibilidade do design é caracteristica
essencial do DE, que opera em um movimento constante entre conjectu-
ras tedricas e praticas observadas.

A analise foi guiada pela ideia de que o conhecimento se constréi em
uma ecologia de aprendizagem (Downing-Wilson; Lecusay; Cole, 2011), na
qual tarefas, artefatos digitais, gestos, falas e acdes corporificadas se entre-
lagcam. Nesse sentido, toques e arrastos na tela sao compreendidos como
mediadores semioticos, capazes de revelar modos de pensar, explorar e
validar ideias matematicas. Essa perspectiva articula mediagdao semiotica,
cognicao corporificada e elementos da teoria historico-cultural, reconhe-
cendo que o gesto e a agdo no touchscreen nao apenas acompanham o ra-
ciocinio, mas participam ativamente da producao de significados.
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O processo analitico valorizou tanto a observacao de episédios pon-
tuais — como a estratégia adotada para deslocar um poligono — quanto a
evolucao das praticas matematicas da turma, conforme orienta Cobb et al.
(2001). Essa dupla atenc¢dao permitiu acompanhar como certos modos de
argumentar, justificar e manipular objetos digitais se tornaram comparti-
lhados ao longo das atividades, influenciando a aprendizagem coletiva.

Assim, o experimento de ensino, ao sustentar ciclos continuos de
andlise e (re)design, possibilitou compreender como as a¢gdes touchscreen
funcionam como elementos constitutivos do aprender matematica. Ao
mesmo tempo, contribuiu para aperfeicoar as tarefas, tornando-as mais
eficazes na promocao da construgdo conceitual que se buscava investigar.

RASTROS E DESCOBERTAS NA CONSTRUCAO COMPARTILHADA

Neste momento, a Tarefa 5 sera o recorte, cujo objetivo foi realizar
o deslocamento de um poligono, segundo as posi¢des indicadas na Folha
de tarefas ilustrada com o print da construc¢ao na tela.

A composicado da tela inicial de trabalho foi construida previamen-
te pelo pesquisador e salva em todos os tablets, de modo que o discente
tivesse acesso a construcao e possibilidade de salvar a construcgao final.
Em sua primeira versao (Figura 4), a tarefa “Deslocando poligono”, uma
figura estava situada no primeiro quadrante (posicdo inicial) e outra no
terceiro quadrante (posicao final).
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Figura 4 - 1* Versao da tarefa “Deslocando o poligono”

Fonte: recorte da folha de tarefa (Assis, 2016).

Na area de trabalho do tablet, onde o aluno realizava manipulacdes,
o sistema de coordenadas estava habilitado, pois em implementagdes an-
teriores, alunos o utilizavam como uma referéncia para elaborar e validar
suas estratégias (Assis, 2016). Cabe frisar que a primeira versao desta ta-
refa foi realizada por outros sujeitos? distintos dessa pesquisa.

Apds revisitagbes e analises dos videos das implementacgdes
com a tarefa na 12 versao, verificou-se que alguns alunos realizaram
o deslocamento sem utilizar os eixos como um recurso auxiliar. Com
0 objetivo de criar situacdoes para que os alunos se sentissem mais
instigados e aumentar a complexidade da tarefa, optou-se por retirar os
eixos coordenados, inserimos um questionamento e um icone (reflexao em
relacdo a um ponto) representado por trés pontos (um vermelho e dois
azuis) que possibilita realizar a reflexdo de uma construcdao em relagao
a um determinado ponto. No Quadro 1, expde a tarefa “Deslocando o
poligono” na sua segunda versdo e sem os eixos coordenados.

2Caso o(a) leitor(a) queira verificar o processo inicial, podera acessar o documento disponivel
no link http://bdtd.ibict.br/vufind /Record /UFRR]-1_3fa3ce5{f903806dfdb771affb8d0cc2
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Quadro 1 - 22 Versao da tarefa “Deslocando o poligono” Tarefa 5

Tarefa Caracteristicas

 Retirada dos eixos
coordenados

e Modificagdo do
questionamento
inicial, com a inserg¢do
do icone

e Elaboragdo de um
novo questionamento
(item b)

Fonte: recorte da folha de tarefa.

Nessa versdo, os alunos encontraram dificuldades para realizar
a tarefa. Na tentativa de buscar um melhor entendimento dos possiveis
entraves, foi perguntado qual foi a dificuldade encontrada em relacao
aos recursos do programa ou se algo nao ficou claro. Uma das discentes
argumentou que na tarefa ndo estava claro o que era para ser feito. Na
sequéncia, outros estudantes efetuaram alguns questionamentos: “como
assim deslocar a figura ABCDE na figura A’B"C"D”E” ?”, “Mas nao ta claro,
posso utilizar mais de uma ferramenta, como assim?”, “Mas tem que ficar
certinho?”.

A tarefa foi redesenhada e houve a insercao da indicacdo da posicao
inicial e final para as construcoes, o item (a) foi reescrito com a indicagao
de icones na barra de ferramenta e sugestao de um caminho para insercao

dos eixos coordenados.
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Quadro 2 - 32 Versao da tarefa “Deslocando o poligono” Tarefa 05

Tarefa Caracteristicas

*» Abra o arquivo “Tarefa 05”.
* Teremos a seguinte construcdo:

Figura 1 - Deslocando o poligono

Observe as ferramentas destacadas com uma seta, representada na
figura seguinte:

e Indicagdo das
posicoes das
construcoes,

e Reescrita do
item (a) e

Figura 2 - Barra de ferramentas e Insercio de

(a)  Utilize pelo menos uma das ferramentas destacadas e elabore uma | localizagoes dos

estratégia para deslocar o poligono da Posigéo I para Posicdo II, sabendo | icones.
que é permitido utilizar outras ferramentas do GeoGebra. Descreva sua

estratégia.
Caso julgue necessario, podera inserir os eixos coordenados. Para tal,

siga as orientacoes a seguir:

Figura 3 - Barra de ferramentas

(b) E possivel efetuar tal deslocamento utilizando apenas uma tnica
ferramenta somente uma vez? Justifique.

Fonte: folha de tarefa.
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O processo foi mediado por artefatos como tablet, software, icones,
toques em telas, Folha de icones, por exemplo, sem minorar a importan-
cia dos gestos, fala e escrita. Esses elementos pertencentes ao pacote se-
miotico (Arzarello, 2006; Bairral, 2017) sdao elementos que constituem
uma arquitetura propicia a exploracao e ao desenvolvimento de situa-
c0es matematicas, com elaborac¢ao de conjecturas que, amplificadas pelo
AGD, podem ser testadas, validadas ou refutadas, contribuindo para o
processo de (re)significacao e apropriacdo. Fato que podemos constatar
nas anotacdes realizadas por estudantes na folha de icones.

Figura 5 - Registro na folha de icones

Fonte: recorte da folha de icones

A fim de esbogar um desses momentos, o Quadro 3 uma linha do
tempo com algumas acdes realizadas pelas alunas® R e M imersas no con-
texto de negociacdo que objetivou a elaboracdo de uma estratégia para
deslocar o poligono da Posicado I para Posicao II.

3 Foram adotadas as iniciais dos nomes para identificar os estudantes envolvidos.
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Quadro 3 - R e M explorando recursos

Captura Toque na tela Andlise

S5min 51s

Seleciona a barra
de ferramenta e
Toque indica e sugere um

simples recurso para uma
possivel exploracdo

e seleciona o recurso

“reflexao em torno de

um ponto”.

6min 29s

Seleciona um

Arrasto para elemento da
esquerda construgdo e arrasta

para esquerda.
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6min 55s

Toque
simples

A aluna reinicia
o0 processo de
“duplicac¢ado”,
selecionando as
opg¢oOes para a
contrucdo de um reta
e reflexdo em relacao
a reta.

7min 46s

Composicdo de
movimentos
com arrasto
para direita,
depois para

esquerda,
com rastro
arqueado

Seleciona um
ponto dareta e
realiza movimentos
circulares combinado
com arrasto de um
ponto.
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7min 50s

Composicdo de

movimentos Seleciona um

com arrasto ponto da reta e

para direita, realiza movimentos

depois para | circulares combinado
esquerda, com arrasto de um
com rastro ponto.
arqueado

Fonte: elaborado pelos autores.

A aluna R sugeriu o recurso “Rota¢do em torno de um ponto”, mas na
tarefa que abordou a utilizacdo do recurso sugerido, as alunas observaram
que ao efetuarem a rotacdo ndao permitia mover a construcao “duplicada”.
A denominac¢ao “duplicada” foi comumente utilizada entre os participan-
tes das atividades com uma mencgao ao resultado das acdes “Rotacdao em
torno de um ponto”, “Reflexdo em relacao a uma reta” e “Translacdao por um
vetor”. Diante da impossibilidade de movimentag¢do, adotam a “duplicacao”
em relacao a uma reta (Reflexao), pois dessa maneira poderiam movimen-

tar a reta e, consequentemente, a figura resultante da refletida.

Na tentativa de um melhor entendimento sobre a estratégia utilizada
pelas alunas, ao reproduzir procedimentos, nao foi obtido o mesmo resul-
tado que as discentes. Ao sincronizar a filmagem e a TG, e efetuar o passo-
-a-passo, e nao foi possivel identificar tal deformacao da figura refletida,
observado quando realizaram o deslocamento da reta construida para efe-
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tuar a “duplicacdo” do poligono. Este fato abre espaco para a questao da
relativizagdo de resultados fornecidos pelos softwares. Neste momento, é
oportuno destacar, que, mesmo com esse “bug” (sem indicios de ter sido
identificado pelas alunas), as discentes buscavam uma explicacdo para tal
deformacao. Realizaram manipulacées sobre a tela que nos remetem a
movimentos em forma de arcos, movimentos capturados pela TG (Figura
6 (b)) quando selecionaram um ponto da reta e realizaram o movimento
continuo, sinalizado pela linha composta por pontos vermelhos e azuis®.

Figura 6 - Instante 7min 59s

Fonte: captura de quadros gerados a partir das gravacgoes.

Os tablets foram preparados para indicar o toque na tela durante uma
acdo. Denominamos de unidade de acao o momento em que a discente toca
a tela e, com o dedo em contato com a tela, realiza manipula¢des touch. Ao
retirar o dedo e iniciar novas manipulagoes, o rastro indicado na tela do

dispositivo € deletado e iniciado uma nova indicacao.

Tais unidades de agbes sao registradas pela TG. Recurso este que nos
auxilia em nossas andlises, pois na Figura 6 (b) podemos observar uma
unidade de acdo realizada pela aluna ao deslocar a reta que usa como re-
curso para efetuar o deslocamento da figura “duplicada”. Com este recurso
habilitado no tablet, podemos observar o percurso realizado pelo estudan-
te durante essa unidade. O dispositivo indica o rastro nao como um traca-

* Este recurso, habilitado a partir da configuracdo disponibilizada pelo tablet, possibilita
identificar a localizacdo do ponteiro no instante do toque, fornecendo as coordenadas e quan-
tidades de toques.
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do continuo, mas adota uma composicao de pontos vermelhos e azuis, pois
ao habilitar a funcao de localizacdo do ponteiro, também é possivel medir a
precisao e as coordenadas. Momento com uma maior cobertura de pontos
vermelhos, verificamos que o movimento realizado com um indicativo de
que o aluno, durante a unidade de ac¢ado, observava e/ou analisava o que
acontecia com a figura “duplicada”, momentos em que busca um refina-
mento para a escolha de uma melhor estratégia para resolver o problema,

momento de ajuste da construcdo ou retomada de uma nova construcao.

Os recursos tecnologicos e semioticos mobilizados constituem um
sistema integrado de significacao que dialoga com o conceito de pacote
semiotico proposto por Arzarello (2006). Nesse pacote, as modalidades
nao operam isoladamente, mas articulam-se, simultaneamente, na pro-
ducdo e apropriacao de significados matematicos.

Do ponto de vista da mediacdao semiotica, tal como discute Mariotti
(2009), a tarefa nao se reduz a uma sequéncia de agdbes mecanicas, mas
se constitui como um ambiente em que o artefato (GeoGebra no tablet)
“fala” com o sujeito, oferecendo respostas, limites, pistas e contradicoes
que orientam o refinamento das estratégias. Nesse primeiro momento, o
professor® percebeu que, apds algumas tentativas para realizar a transfor-
macao, as alunas encontraram dificuldades para decidir qual a melhor es-
tratégia, pois focaram no uso da “inversao”. O referido recurso foi utilizado
como parte da estratégia inicial, mas, revisitando as gravacoes, nao conse-
guimos reproduzir tal acdo. No entanto, a situacao foi frutifera, pois iden-
tificamos momentos de resgate de situagdes ja vivenciadas, mesmo nao

demonstrando familiaridade com o processo.

5 Primeiro autor nesse capitulo.
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Prof: Qual foi o procedimento que vocés utilizaram?
A gente primeiro, utilizou esse aqui de cima, rota¢cdao em relacdo... [aponta para a
opg¢do na Folha de icones], s6 que a gente ndo conseguiu, mas foi algo que ajudou e
M: fez a gente pensar no que a gente poderia fazer, logo apds, usamos esse “reflexao
em relacdo ao ponto”, ndo soubemos usar da forma correta e a gente trocou pela
“inversao”...
R Calma ai! Rapidinho, licenca. Esse aqui “reflexdo em relacao ao ponto” nao funcio-
' na. Ele ndo sai do lugar. [aponta com o ldpis a superficie do tablet)]
Prof.: |E!?
Nado tem mudan¢a nenhuma na tela quando a gente clica na tela. [Realiza um mo-
R vimento com as mdos sobre a superficie do tablet, com as mdos juntas ao centro do
' dispositivo e com uma agdo que nos remete a uma agdo de abrir, afasta as mdos em
diregdo as bordas laterais|
M: Clica nao, toca.
Prof Ok! Entao qual foi a que vocés utilizaram e sentiram que deu pra fazer alguma
" | coisa?
M: Inversao.
Prof: | Ah, Ok! Entdo nao foi a... [pausa]. Entao foi a “inversdo” que vocés utilizaram?!

Enquanto o professor indaga, a aluna M inicia o processo, baseado

em toque simples, com o objetivo de selecionar o icone “Inversao”. Apos

ter selecionado o icone mencionado, toca no poligono ABCD e tenta deslo-

car a construcdo realizando movimentos circulares. Mas percebe que nao

consegue o mesmo resultado obtido em um momento anterior. A discente

M lembra da constru¢ao de uma reta que construiram para movimentar a

construcdo “duplicada”.

Ué! Sera que s6 funciona com a reta?

&~

Acho que tem que ter uma reta, num é nao? Olha o desenhinho.

Vocé quer fazer uma reta? [risos] Ela adora uma reta!

Nao, é que aqui no desenho esta especificado. Num ta nao? O qué esta escrito
nele? Essa “inversao”. [aluna seleciona o icone que apresenta informagées sobre a
opgdo “inversdo”|

Ta!

Tem uma reta no meio.
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A aluna R chama atencdo para o que esta representado no icone,

embora o icone “Inversao” nao contenha uma reta, e sim um arco de cir-

cunferéncia, tal fato contribui para que a estudante M percebesse que se

tratava de uma reta e a opcao selecionada realizava a transformacdo em
relacdo a uma circunferéncia.

R: Tenta mexer.
M: Nao ta mexendo. [pausa na fala, tentam selecionar elemento para mover a cons-
" | trugdo]
Prof: Entdo vocés ndo utilizaram ali a ferramenta. Entdo o que vocés tém que fazer?
rot [aluna seleciona o icone] Vocés tém que selecionar o que primeiro?
M: Ahhhh... Primeiro objeto e depois o circulo. [aluna ler as informagdes fornecidas
' na caixa de texto na parte inferior da tela|
Prof: | Ahhhh..
M: Mas aqui ndo usou circulo.

Prof: | Primeiro o objeto. Ok!
M: Ta.
Prof: | S6 que vocés estao fazendo em relagdo ao circulo, num é?

M: Mas aqui ndo tem circulo.
Prof: | Exatamente.
M: Como é que funcionou antes?
Prof: | Entendeu?
R: Eu, num sei Maria, acho que foi no rodar e vocé ndo percebeu.
M: Nao, Nao... Estamos fracassando.

Sem conseguir entender por que o procedimento elencado nao
funcionou, a aluna R sugere outra saida. Quando indica “vai 14 no outro”,
refere-se ao icone “reflexdao em relacao ao ponto” e inicia um novo processo.

Entdo vai la no outro.

Qual outro?

Reflexdo em torno de um ponto.

Vamos ver entdo essa.

Vamos ver a observacdo dessa. Objeto e centro da reflexdao em relacdo ao objeto.

Aconteceu alguma coisa.

E objeto, vocé tocou no centro.

N3o, mas aqui tem o “E”.

Mas acho que foi no ponto, no “azinho”.

E, foi no pronto que deu “E”. Tudo bem, vamos la...Acho que vai duplicar. De qual
que voce esta falando? [...] T4, reflexdo em torno de...
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Ao selecionar a ferramenta “reflexao em torno de um ponto”, bus-
cou pela informacao disponibilizada na caixa na parte inferior do dispo-
sitivo. Na sequéncia, selecionaram o poligono ABCD e o ponto perten-
cente a reta. Obtendo assim a figura duplicada com o “mesmo formato”
que o poligono da Posigao II. A partir desse momento, a aluna R sinaliza
necessario selecionar “mover” para movimentar a reta e ajusta a figura
“duplicada” na Posicao II.

R: T4, d4 um zoom de novo.

M: 0 que vocé quer?

R: Esse aqui. [seleciona o icone reflexdo em relagdo ao ponto, na sequéncia, o objeto e,
' depois, o ponto pertencente a retal.

M: Deu igual, mas ele ndo encaixa.

R: | Encaixa sim! E s6 colocar mover.

Prof: |Isso, agora mexe essa reta.

R: Ta indo nao. [...] hummm... ndo tenho essa precisao.

M: E pra encaixar assim mesmo?

Prof: | Ué, qual foi a ferramenta que vocé utilizou?

Essa, reflexdo em relacdao ao ponto. O problema foi que a gente ndo selecionou o
objeto primeiro.

A descricdo desse episodio torna visivel que, ao tocar, arrastar,
girar e observar os efeitos de suas acoes na tela, as estudantes sdo agentes
de um processo continuo de producdo de signos. Esses signos, como
destaca Pino (2004), ndo sdao entidades abstratas, mas manifestacdes
culturais que organizam experiéncias e revelam pensamentos. Na
pratica da tarefa, os toques em tela, os movimentos arqueados, as pausas
e retomadas, e até mesmo a nomeacdo informal de resultados da acao,
como o termo “duplicada”, por exemplo, revelam o carater cultural da
significacdo em ambientes mediados por tecnologias digitais.
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CONFIGURANDO NOVOS RASTROS

Os resultados discutidos ao longo deste capitulo evidenciam que a
aprendizagem matematica em ambientes digitais é constituida por um
conjunto complexo de interacées semidticas, nas quais gestos, toques, fa-
las, icones, artefatos e (re)design de tarefa operam de maneira integrada. A
analise do episddio da tarefa apresentada, articulada as bases teéricas so-
bre significacdo e mediacao, demonstrou que os signos produzidos pelos
estudantes nao sao dissocidveis da atividade cognitiva.

Nessa dinamica, as telagravacdes se configuram como um recurso
que densifica o processo de analise, ao permitir que as agcoes no ambiente
digital sejam revisitadas e analisadas em detalhe, sem perder de vista o
contexto mais amplo da interacao. Nao se trata, porém, de estabelecer um
procedimento prescritivo ou de propor um protocolo universal para elabo-
racdo de tarefas. A inteng¢do é construir arquétipos de analise que, embora
derivados de um contexto especifico, possam inspirar (re)configuracoes
em outras situacoes, respeitando suas especificidades.

Assim, a gravacdo dos bastidores desloca o foco de uma mera do-
cumentacdo tecnoldgica para o uso analitico desses registros, orientado a
compreensao dos processos de elaboracao e apropriacao de significados
pelos estudantes e a qualificagcdo progressiva do design de tarefas em am-
bientes digitais.

A telagravacao possibilitou empreender analises que permitem afir-
mar que o aprendizado de transformagdes geométricas no GeoGebra nao
se reduz ao dominio de recursos ou comandos. Ele se constitui como um
processo corporificado, coletivo e multimodal, no qual os estudantes se
apropriam de recursos culturais e tecnoldgicos para elaborar, comparti-
lhar e negociar significados. Tal assertiva destaca o papel central dos arte-
fatos digitais como mediadores, que nao se limita a agdes técnicas, mas a

formas especificas de ver, agir e pensar matematicamente.

O movimento dos signos revelados pela telagravacdo revela que a
aprendizagem matematica, especialmente em ambientes digitais, é inse-
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paravel dos modos semioticos que a constituem. Os rastros, interacdes,
gestos, discursos e acoes dos estudantes constituem signos dindmicos que
revelam ndo sé estratégias de resolucdao, mas também a construcao de
pensamentos matematicos mediada pelo uso de tecnologias. Em estudos
recentes, estamos integrando o rastreador ocular para enriquecer nosso
espectro de andlise da aprendizagem geométrica de alunos e (futuros)
professores (Bairral, Aldon, 2024; Bairral, Menezes, Henrique, 2024).
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CAPITULO 4

O ensino da Geometria no Chile: entre a
pesquisa e as mudancas curriculares

Resumo: 0O capitulo “O ensino da Geometria no Chile: entre a pesquisa e as
mudancas curriculares” analisa a evolucao e os desafios dessa area no sistema
educacional chileno. De uma abordagem tradicional para uma centrada em
habilidades como visualizacdo, raciocinio e representacdo, sao identificados
avancos curriculares e contribuicdes da pesquisa didatica. No entanto, persistem
tensdes entre teoria, curriculo e pratica docente, dificultadas por avaliagcoes
padronizadas e formacao insuficiente. Destacam-se boas praticas em diversos
contextos e propoe-se fortaleceraformacdo docente, alinharavaliacdo e curriculo
e traduzir a pesquisa em estratégias pedagogicas acessiveis e significativas.

Palavras-chave: Geometria escolar. Formacao de professores. Mudangas
curriculares.

Resumen: El capitulo “La ensefanza de la Geometria en Chile: entre la
Investigacion y los cambios curriculares” analiza la evolucion y desafios de esta
area en el sistema educativo chileno. Desde un enfoque tradicional hacia uno
centrado en habilidades como visualizacion, razonamiento y representacion,
se identifican avances curriculares y aportes de la investigacion didactica.
Sin embargo, persisten tensiones entre teoria, curriculo y practica docente,
dificultadas por evaluaciones estandarizadas y formacion insuficiente. Se
destacan buenas practicas en diversos contextos y se propone fortalecer la
formaciéon docente, alinear evaluaciéon y curriculo, y traducir la investigacion
en estrategias pedagdgicas accesibles y significativas.

Palabras-clave: Geometria escolar. Formacién de profesores. Cambios
curriculares.
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INTRODUCCION

La ensefianza de la geometria en Chile ha sido histéricamente una de
las areas menos desarrolladas del curriculo de matematicas, a pesar de su
reconocido aporte al desarrollo del pensamiento espacial, la visualizacion,
la argumentacion y la resolucion de problemas (Duval, 1999; Arcavi, 2003;
National Council of Teachers of Mathematics [NCTM], 2014). Diversos es-
tudios internacionales coinciden en que el aprendizaje geométrico consti-
tuye un componente esencial para la alfabetizacion matematica y para el
desarrollo de competencias necesarias en los ambitos cientifico, tecnologi-
co y ciudadano del siglo XXI (OECD, 2023; UNESCO, 2021).

En el contexto chileno, la evolucion curricular de la geometria ha es-
tado marcada por periodos de expansién y de reduccién de sus contenidos,
reflejando las distintas orientaciones epistemolégicas y pedagbgicas que
han caracterizado las reformas educativas de las dltimas décadas. Mien-
tras durante gran parte del siglo XX predominé una ensefianza centrada
en la demostracion formal y el rigor axiomatico, las reformas curriculares
implementadas desde la década de 1990 comenzaron a incorporar pers-
pectivas orientadas al desarrollo de habilidades, enfatizando la visuali-
zacion, la modelacién, la representacion y la argumentacién matematica
(Ministerio de Educacién de Chile [MINEDUC], 2012, 2015, 2019). Estas
transformaciones responden también a recomendaciones formuladas por
organismos internacionales como la UNESCO (2021), la OECD (2023) y
el NCTM (2014), que promueven una educacion matematica centrada en
competencias y en el aprendizaje significativo.

Paralelamente, la investigacion en didactica de la geometria ha ex-
perimentado un crecimiento sostenido tanto a nivel internacional como
nacional. Las contribuciones de Duval (1999) sobre los registros de repre-
sentacion semiotica, de Arcavi (2003) respecto del pensamiento visual
y de Clements y Sarama (2020) acerca del desarrollo del razonamiento
geométrico han influido significativamente en la comprensién contem-
poranea de los procesos de ensefianza y aprendizaje de la geometria. En
Chile, diversos grupos de investigacion han estudiado aspectos relaciona-
dos con la visualizacion, el razonamiento espacial, el uso de tecnologias
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digitales y la formacion inicial y continua del profesorado, contribuyendo
progresivamente al fortalecimiento de este campo disciplinar.

No obstante estos avances, persisten importantes tensiones entre el
conocimiento generado por la investigacion, las orientaciones curriculares
oficiales y las practicas efectivamente desarrolladas en las aulas escolares.
La escasa formacién especifica del profesorado, la limitada disponibilidad
de recursos didacticos, las presiones derivadas de los sistemas de evalua-
cion estandarizada y las desigualdades territoriales contintan dificultan-
do la implementacién de propuestas innovadoras para la ensefianza de la
geometria (OECD, 2023; UNESCO, 2021; MINEDUC, 2019).

Este capitulo tiene como propdsito analizar la evolucion de la en-
sefianza de la geometria en Chile desde una perspectiva historica, curricu-
lar y didactica, examinando las relaciones entre la investigacion educati-
va, las transformaciones curriculares y las practicas docentes. Para ello se
adopta una metodologia cualitativa de caracter documental basada en el
analisis de documentos curriculares oficiales, investigaciones nacionales
e internacionales y literatura especializada en didactica de la geometria.
Este enfoque permite comprender la manera en que las contribuciones de
la investigacion han incidido —o no — en las politicas educativas y en la
ensefianza escolar de la geometria en Chile.

BREVE PANORAMA HISTORICO DE LA ENSENANZA DE LA
GEOMETRIA EN CHILE

La evolucion de la ensefianza de la geometria en Chile refleja las
transformaciones experimentadas por el sistema educativo nacional du-
rante las ultimas seis décadas. Dicho proceso ha estado condicionado
tanto por cambios curriculares como por nuevas concepciones acerca
de la naturaleza del conocimiento matematico, del aprendizaje y de la
ensefianza. Asimismo, la trayectoria histérica evidencia una permanente
tension entre los enfoques disciplinares tradicionales y las perspectivas
contemporaneas centradas en el desarrollo de competencias matemati-
cas (Kilpatrick, Swafford, & Findell, 2001; NCTM, 2014).
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Décadas de 1960y 1970: la geometria como estructura formal

Durante las décadas de 1960 y 1970 la ensefianza de la geometria en
Chile estuvo profundamente influenciada por el denominado movimiento
de la Matematica Moderna, inspirado en las propuestas estructuralistas
del Grupo Bourbaki. En este contexto, el curriculo privilegiaba el estudio
sistematico de definiciones, axiomas, postulados y demostraciones forma-
les, entendiendo la geometria como un sistema légico-deductivo destinado
a desarrollar el rigor matematico (Bishop, 1988; Freudenthal, 1991).

La ensefianza se concentraba en contenidos como congruencia, se-
mejanza, construcciones geométricas y demostraciones euclidianas, otor-
gando escasa relevancia a la visualizacion, la manipulacién de materiales o
la resolucidn de problemas contextualizados. Diversos autores han sefiala-
do posteriormente que este enfoque resulté excesivamente abstracto para
gran parte del estudiantado y dificulté la comprension conceptual de la
geometria (Fischbein, 1993; Duval, 1999).

Décadas de 1980 y 1990: reduccion del contenido geométrico

Durante las reformas curriculares desarrolladas en los afios ochen-
ta y en el periodo inicial del retorno a la democracia, la geometria perdié
progresivamente protagonismo dentro del curriculo nacional. La priori-
dad otorgada al desarrollo de habilidades aritméticas y algebraicas, junto
con la creciente influencia de las evaluaciones estandarizadas, produjo una
disminucion significativa de los contenidos geométricos impartidos en los
distintos niveles escolares (MINEDUC, 1998; Cox, 2003).

Esta reduccién curricular afecté especialmente el desarrollo del pen-
samiento espacial y del razonamiento visual, competencias actualmente
consideradas fundamentales para el aprendizaje matematico y cientifico
(Battista, 2007; Clements & Sarama, 2020). En numerosos establecimien-
tos educacionales la geometria pasé a ocupar un lugar secundario, siendo
abordada unicamente al finalizar el afio escolar o como complemento de

otros contenidos matematicos.
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Periodo 1996-2009: primeras seinales de recuperacion

La Reforma Educacional iniciada durante la década de 1990 intro-
dujo un conjunto de innovaciones destinadas a fortalecer la calidad y
pertinencia del curriculo escolar chileno. En este marco comenzaron a
reincorporarse contenidos geométricos asociados al reconocimiento de
figuras, transformaciones, localizacidon espacial y resolucion de proble-
mas, incorporando gradualmente orientaciones provenientes de la di-
dactica de las matematicas (MINEDUC, 1996; Cox, 2003).

Sin embargo, diversos estudios evidencian que estas modificacio-
nes curriculares no fueron acompanadas de programas sistematicos de
desarrollo profesional docente ni de recursos didacticos suficientes para
favorecer una implementacion efectiva en las aulas (UNESCO, 2016; Cle-
ments & Sarama, 2020). En consecuencia, persistieron diferencias im-
portantes entre las orientaciones curriculares y las practicas pedagdégi-
cas efectivamente desarrolladas.

Desde 2012: revalorizacion del razonamiento y la visualizacion

La promulgacién de las Bases Curriculares para Educacién Basica
(2012), posteriormente ampliadas a Educacion Media (2015 y 2019), re-
presenta uno de los cambios mas significativos en la ensefianza de la geo-
metria en Chile. Estos documentos incorporan explicitamente el desarrollo
de habilidades de visualizacién, representacidn, razonamiento, modelaci-
On y argumentacion, promoviendo una comprension progresiva del espa-
cio y de las relaciones geométricas (MINEDUC, 2012, 2015, 2019).

Las nuevas orientaciones curriculares muestran una clara conver-
gencia con las recomendaciones formuladas por el NCTM (2014), la OECD
(2023) y la UNESCO (2021), que proponen una educaciéon matematica
orientada al desarrollo de competencias, al uso de tecnologias digitales y a
la resoluciéon de problemas auténticos.

Asimismo, la actualizacién curricular de tercero y cuarto afio de en-

sefianza media incorporo asignaturas electivas como Geometria Euclidia-
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na y Geometria 3D, destinadas a profundizar el razonamiento deductivo,
la modelacion espacial y el uso de herramientas digitales, ampliando las
oportunidades de formacion para estudiantes interesados en areas STEM
(MINEDUC, 2019).

Analisis critico

A pesar de los avances curriculares observados durante la ultima dé-
cada, la implementacion efectiva de estas transformaciones continda en-
frentando importantes desafios. Diversas investigaciones sefialan que per-
sisten brechas significativas entre las orientaciones oficiales, la formacion
del profesorado y las practicas de aula, particularmente en relacién con
el desarrollo de la visualizacion, la argumentacion y el uso pedagégico de
tecnologias digitales (Sinclair et al., 2023; Clements & Sarama, 2020).

La evidencia disponible muestra que el éxito de las reformas curri-
culares depende no solo del disefio de nuevos programas de estudio, sino
también de politicas sostenidas de desarrollo profesional docente, dispo-
nibilidad de recursos tecnolégicos, fortalecimiento de las comunidades
profesionales de aprendizaje y coherencia entre curriculo, evaluacion y
formacion inicial del profesorado (OECD, 2023; UNESCO, 2021). En con-
secuencia, la evolucion histérica de la ensefianza de la geometria en Chile
pone de manifiesto que los cambios curriculares constituyen una condici-
on necesaria, pero insuficiente, para transformar las practicas pedagogicas
y mejorar los aprendizajes de los estudiantes.

APORTES DE LA INVESTIGACION EN DIDACTICA DE LA
GEOMETRIA EN CHILE

La investigacion en didactica de la geometria en Chile ha experimen-
tado un desarrollo sostenido desde finales del siglo XX, consolidandose
progresivamente como una linea especifica dentro de la Educacién Mate-
matica. Si bien durante varias décadas la produccién cientifica nacional se
concentré principalmente en el aprendizaje del algebra, la resolucién de
problemas y la formacion inicial del profesorado, en los ultimos veinte afios
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la geometria ha adquirido creciente relevancia debido a las transforma-
ciones curriculares, al desarrollo de nuevas perspectivas epistemologicas
y a la incorporacién de tecnologias digitales en los procesos de ensefian-
za y aprendizaje (Godino, Batanero, Font, & Giacomone, 2022; Sinclair, de
Villiers, & Kaiser, 2023; UNESCO, 2021).

Este crecimiento también responde a una tendencia internacional
que reconoce la geometria como un eje fundamental para el desarrollo
del pensamiento matematico, la modelacidn, la visualizacién y la com-
prension del espacio. Estudios recientes muestran que las habilidades
espaciales constituyen uno de los mejores predictores del éxito posterior
en matematicas, ciencias e ingenieria, lo que ha impulsado nuevas lineas
de investigacidn orientadas al fortalecimiento del razonamiento geomé-
trico desde los primeros niveles educativos (Clements & Sarama, 2020;
OECD, 2023; Fujita & Jones, 2020).

Temas recurrentes en la investigacion chilena sobre geometria

La produccion cientifica desarrollada en universidades chilenas evi-
dencia una diversidad creciente de enfoques tedricos y metodologicos. No
obstante, pueden identificarse varias lineas de investigacion que concen-
tran gran parte de las publicaciones nacionales.

Desarrollo del razonamiento espacial y la visualizacion

Uno de los temas mas investigados corresponde al desarrollo del
pensamiento espacial y de las habilidades de visualizacion. Diversos es-
tudios muestran que un porcentaje importante de estudiantes presenta
dificultades para interpretar representaciones bidimensionales y tridi-
mensionales, imaginar transformaciones geométricas y establecer rela-
ciones espaciales entre distintos objetos matematicos (Duval, 1999; Bat-
tista, 2007; Clements & Sarama, 2020).

La teoria de los registros de representacioén semiotica propuesta por
Duval (1999) ha servido de fundamento para numerosas investigaciones
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desarrolladas en Chile, permitiendo comprender que buena parte de las
dificultades observadas no radica inicamente en los conceptos geométri-
cos, sino también en la capacidad de los estudiantes para coordinar distin-
tos sistemas de representacion — grafico, verbal, algebraico y simbdlico
— durante la resolucion de problemas.

En este contexto, Arcavi (2003) sostiene que la visualizacién consti-
tuye una forma de pensamiento matematico que favorece la formulacion
de conjeturas, la argumentaciéon y la comprension conceptual, superando
la tradicional dicotomia entre intuicion y formalizaciéon.

Lenguaje geométrico y construccion conceptual

Otra linea de investigacion ampliamente documentada corresponde
al aprendizaje del lenguaje geométrico escolar. Diversos estudios mues-
tran que conceptos fundamentales como vértice, arista, perpendiculari-
dad, congruencia, semejanza o simetria suelen ser utilizados por los es-
tudiantes de manera intuitiva, sin alcanzar una comprensién conceptual
suficientemente profunda (Van Hiele, 1986; Duval, 1999).

Las investigaciones desarrolladas en didactica de las matematicas
indican que la apropiacién del lenguaje geométrico constituye un proce-
so gradual que requiere la articulacion entre experiencias manipulativas,
representaciones visuales, interaccién social y argumentacion matematica
(Radford, 2018; Godino et al., 2022).

En consecuencia, la ensefianza actual de la geometria promueve una
integracion equilibrada entre el lenguaje cotidiano y el lenguaje matema-
tico especializado, favoreciendo procesos de construccion progresiva del
significado de los conceptos geométricos.

De la manipulacioén concreta al razonamiento abstracto

Uno de los problemas mas estudiados por la investigacién interna-
cional consiste en explicar como los estudiantes transitan desde experien-
cias concretas hacia la formulacion de propiedades generales y demostra-
ciones matematicas.
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En Chile, diversas investigaciones han evidenciado que el uso de ma-
teriales manipulativos y software de geometria dindmica favorece inicial-
mente la comprension intuitiva; sin embargo, ello no garantiza por si solo
el desarrollo de razonamientos deductivos si no existe una mediacién pe-
dagogica adecuada (Sinclair et al., 2023; Clements & Sarama, 2020).

Esta problematica coincide con los resultados obtenidos por Duval
(1999), quien sostiene que la simple observacidn de figuras no conduce
automaticamente a la comprensién matematica, siendo necesario promo-
ver procesos de conversion entre diferentes registros de representacion.

Asimismo, la perspectiva sociocultural desarrollada por Radford
(2018) plantea que la construccion del conocimiento geométrico emerge
mediante procesos colectivos de argumentacion, interaccion y produccion
de significados compartidos.

La enseianza de la demostracion

La demostracion matematica constituye uno de los mayores desafios

identificados por la investigacion contemporanea.

Diversos estudios muestran que en numerosos establecimientos es-
colares la demostraciéon continua reducida a procedimientos algoritmicos
0 secuencias memoristicas, sin favorecer procesos genuinos de argumen-
tacion matematica (Mariotti, 2022; de Villiers, 2021).

Desde la perspectiva de la didactica de la geometria, demostrar im-
plica mucho mas que verificar propiedades: supone construir explicacio-
nes, justificar relaciones y desarrollar formas de razonamiento deductivo
que permitan comprender por qué una afirmacién es verdadera (Styliani-
des & Stylianides, 2018).

Las Bases Curriculares chilenas incorporan explicitamente el desar-
rollo de habilidades de argumentacién y justificacién matematica; sin em-
bargo, diversos estudios indican que estas orientaciones aun presentan
dificultades importantes para su implementacion en las practicas de aula
(MINEDUC, 2019; OECD, 2023).
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Investigadores y grupos de investigacion en Chile

El desarrollo de la investigacidon chilena en didactica de la geome-
tria ha sido impulsado por diversas universidades y centros especializados
que han contribuido significativamente a la consolidacién de este campo.

Entre ellos destacan equipos pertenecientes a la Pontificia Universi-
dad Catélica de Valparaiso, la Universidad de Playa Ancha, la Pontificia Uni-
versidad Catoélica de Chile, la Universidad Metropolitana de Ciencias de la
Educacion, la Universidad de Chile y la Universidad de Concepcion, cuyos
investigadores han desarrollado proyectos relacionados con:

e visualizacion matematica;

e razonamiento espacial;

e formacion inicial del profesorado;

 uso de GeoGebra y tecnologias digitales;

e argumentacion y demostracion;

* modelacion geométrica;

e enseflanza mediante representaciones multiples.

En los ultimos afnos, estas investigaciones han fortalecido el dialogo
entre la didactica francesa, la teoria de los registros de representacion,
la teoria de Van Hiele, la Educacion Matematica Realista y las perspecti-
vas socioculturales del aprendizaje matematico (Godino et al., 2022; Ra-
dford, 2018; Sinclair et al., 2023).

Asimismo, investigaciones recientes desarrolladas por Silva Cérdo-
va (2022, 2024, 2025) han comenzado a integrar la visualizacién mate-
matica, la inteligencia artificial, la modelacion y la evaluacion del apren-
dizaje, proponiendo nuevos marcos conceptuales para comprender los
procesos de ensefianza de la geometria en entornos digitales y el desar-
rollo del pensamiento matematico mediante tecnologias emergentes.

Articulacion entre investigacion y curriculo

Uno de los aspectos mas relevantes identificados por la literatura

reciente corresponde a la creciente convergencia entre los resultados de
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la investigacion educativa y las orientaciones curriculares impulsadas
por el Ministerio de Educacién de Chile.

Las Bases Curriculares de Matematica incorporan explicitamente
habilidades relacionadas con:

e visualizacién;

e representacion;

e razonamiento;

e modelacion;

e argumentacion;

e resolucion de problemas.

Estas competencias coinciden ampliamente con las recomenda-
ciones formuladas por la International Commission on Mathematical
Instruction (ICMI), el NCTM, la OECD y la UNESCO respecto del desarrollo
del pensamiento geométrico durante la escolaridad obligatoria (NCTM,
2014; OECD, 2023; UNESCO, 2021).

Sin embargo, diversos estudios coinciden en sefialar que la transfe-
rencia efectiva de estos resultados hacia las practicas docentes continta
siendo limitada debido a problemas asociados a la formacién profesional,
disponibilidad de recursos, politicas de desarrollo docente y sistemas de
evaluacion estandarizada (Godino et al., 2022; OECD, 2023).

Obstaculos para la transferencia hacia la practica docente

La literatura especializada identifica diversos factores que dificul-
tan la incorporacion del conocimiento generado por la investigacion en la
practica escolar.

Entre los mas relevantes destacan:

e insuficiente formacion didactica especifica en geometria;

e escasa articulacidon entre universidades, escuelas y organismos
publicos;

* baja disponibilidad de recursos tecnolégicos;

e predominio de modelos tradicionales de ensefianza;
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e presién ejercida por evaluaciones estandarizadas;
e limitadas oportunidades de desarrollo profesional continuo.

Investigaciones recientes muestran que la innovacién educativa re-
quiere procesos sostenidos de acompafiamiento docente, comunidades
profesionales de aprendizaje y una mayor integracion entre investigacion,
formacion inicial y politicas publicas (UNESCO, 2021; OECD, 2023; Godino
etal, 2022).

Analisis integrador

La investigacion en didactica de la geometria desarrollada en Chi-
le evidencia un proceso de consolidacion cientifica que dialoga crecien-
temente con las principales tendencias internacionales de la Educacion
Matematica. No obstante, el impacto de estos avances sobre las practicas
escolares contintia siendo desigual.

Los desafios actuales no consisten Unicamente en producir nuevo
conocimiento cientifico, sino también en generar mecanismos efectivos
de transferencia hacia la formacion inicial y continua del profesorado, el
disefo curricular, la evaluacién y la innovacidon pedagogica.

En este contexto, la incorporacion de tecnologias digitales, inteli-
gencia artificial, visualizaciébn matematica y analitica del aprendizaje
abre nuevas posibilidades para fortalecer la ensefianza de la geometriay
favorecer el desarrollo de competencias matematicas acordes con las de-
mandas de la sociedad contemporanea (Holmes et al., 2022; OECD, 2023;
UNESCO, 2021; Silva, 2026).

CAMBIOS CURRICULARES RECIENTES Y SUS FUNDAMENTOS

Durante las ultimas dos décadas, el curriculo de Matematica en Chile
ha experimentado un proceso de transformacidn orientado hacia un enfo-
que basado en competencias, en el que la ensefianza de la geometria ad-
quiere un papel mas relevante en el desarrollo del pensamiento matema-

tico. Estas reformas responden tanto a las necesidades identificadas por
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las investigaciones en Educacién Matematica como a las recomendaciones
formuladas por organismos internacionales, que destacan la importancia
de fortalecer el razonamiento, la visualizacién, la modelacion y la argu-
mentacién desde los primeros afos de escolaridad (Ministerio de Educa-
cion de Chile [MINEDUC], 2012, 2015, 2019; OECD, 2023; UNESCO, 2021).

La evolucion curricular chilena refleja, ademas, un cambio episte-
molégico significativo: la geometria deja de concebirse exclusivamente
como un sistema formal de conocimientos para entenderse como una
herramienta que permite interpretar el espacio, modelar fenémenos del
entorno, desarrollar el pensamiento espacial y favorecer la resolucion
de problemas en contextos diversos (Arcavi, 2003; Duval, 1999; Fujita &
Jones, 2020). Este cambio supone una transicion desde una ensefianza
centrada en contenidos aislados hacia otra que privilegia el desarrollo
integrado de conocimientos, habilidades y actitudes matematicas.

Las Bases Curriculares 2012 y 2015: un cambio de paradigma

La promulgacion de las Bases Curriculares para Educacidon Basica
(2012) y posteriormente para Educacion Media (2015) constituye uno
de los hitos mas relevantes de la politica curricular chilena en las dltimas
décadas. Estos documentos reorganizan el aprendizaje matematico
alrededor de cuatro habilidades fundamentales: resolver problemas,
representar, argumentar y comunicar, y modelar, competencias que
atraviesan todos los ejes disciplinares, incluida la geometria (MINEDUC,
2012, 2015).

En este contexto, la geometria deja de reducirse al estudio de
figuras y propiedades para transformarse en un espacio de desarrollo del
razonamiento espacial, la visualizacion y la comprension de relaciones
geométricas presentes tanto en contextos matematicos como en
situaciones cotidianas. Esta orientacién coincide con los planteamientos
del National Council of Teachers of Mathematics (2014), que considera la

geometria un eje articulador del pensamiento matematico escolar.

Asimismo, el curriculo incorpora progresiones de aprendizaje que
favorecen la construccion gradual del conocimiento geométrico, iniciando
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con la exploraciéon de formas y posiciones en los primeros afios de Educa-
cion Basica, avanzando hacia el estudio de transformaciones, relaciones
meétricas y propiedades de figuras, y culminando en la Educacién Media
con procesos de argumentacion y demostracion (MINEDUC, 2012, 2015).

Visualizacion matematica como competencia curricular

Uno de los aportes mas relevantes de las Bases Curriculares consiste
en reconocer explicitamente la visualizacion como una habilidad matema-

tica fundamental.

La literatura especializada ha demostrado que visualizar no implica
unicamente observar figuras, sino construir representaciones mentales,
interpretar diferentes registros semidticos, anticipar transformaciones
y establecer relaciones espaciales complejas (Duval, 1999; Arcavi, 2003;
Sinclair et al., 2023).

En consecuencia, el curriculo chileno propone actividades
orientadas a:

e interpretar representaciones graficas;

e construir modelos geométricos;

e analizar movimientos en el plano;

» establecer relaciones espaciales;

e justificar propiedades mediante argumentos visuales y deductivos.

Esta orientacion representa un cambio sustancial respecto de
curriculos anteriores, centrados principalmente en la memorizacion de

propiedades y procedimientos geométricos.

Representaciones multiples y pensamiento geométrico

Otro elemento innovador incorporado por las Bases Curriculares
corresponde al uso sistematico de multiples formas de representacion.

Las investigaciones de Duval (1999) demuestran que la comprension
matematica depende de la capacidad para coordinar distintos registros de
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representacion. En geometria ello implica articular dibujos, modelos fisi-
cos, lenguaje verbal, expresiones simbdlicas, construcciones dinamicas y
representaciones digitales.

En concordancia con estos planteamientos, el curriculo chileno pro-
mueve el transito permanente entre distintos sistemas de representaci-
on, favoreciendo una comprension mas profunda de los conceptos geomé-
tricos y evitando aprendizajes exclusivamente memoristicos (MINEDUC,
2015; Godino et al., 2022).

Incorporacion de tecnologias digitales

Una de las innovaciones mas significativas del curriculo chileno cor-
responde a la incorporacion explicita de tecnologias digitales como herra-
mientas para favorecer el aprendizaje de la geometria.

Los programas de estudio recomiendan el empleo de software de ge-
ometria dinamica — particularmente GeoGebra — para facilitar procesos

de exploracién, formulacion de conjeturas, experimentacion y validacion
matematica (MINEDUC, 2015, 2019).

Esta orientacion coincide con abundante evidencia internacional que
demuestra que los ambientes dinamicos favorecen:

« el desarrollo del pensamiento espacial;

e la comprensién de transformaciones geométricas;
e la formulacion de conjeturas;

e la argumentacion matematica;

e la transicion hacia la demostracién formal (Sinclair et al., 2023;
Clements & Sarama, 2020).

Mas recientemente, la irrupcidn de la inteligencia artificial genera-
tiva abre nuevas posibilidades para enriquecer estos procesos mediante
asistentes inteligentes, sistemas de retroalimentacién automatica, visuali-
zaciones dindmicas y analitica del aprendizaje, configurando un escenario
de profunda transformacidn para la ensefianza de la geometria (Holmes et
al, 2022; UNESCO, 2021).
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La actualizacion curricular de 2019

La actualizaciéon curricular de tercero y cuarto afio de Educacion
Media constituye otro hito importante dentro de la evolucion de la

ensefianza de la geometria en Chile.

El nuevo curriculo incorpora asignaturas electivas destinadas a

profundizar conocimientos matematicos especificos, entre ellas:

e Geometria Euclidiana: Profundizacion en demostraciones,

construccio-nes y razonamiento formal.

e Geometria 3D y Modelacion Espacial: Aplicacién de herramientas
digi-tales, modelado de cuerpos tridimensionales y resolucién de

problemas del mundo real.

Estas asignaturas buscan fortalecer competencias relacionadas con:
e razonamiento deductivo;

e construccion de demostraciones;

e modelacién tridimensional;

» utilizacién de tecnologias digitales;

e resolucion de problemas contextualizados.

Desde una perspectiva epistemoldgica, esta reorganizacion curri-
cular reconoce que la geometria constituye un lenguaje para describir,
interpretar y modelar fenémenos fisicos, cientificos y tecnoldgicos, am-
pliando considerablemente el horizonte tradicional de la disciplina (MI-
NEDUC, 2019).

Fundamentos epistemoldgicos del cambio curricular

Los cambios curriculares recientes en geometria se sustentan en va-
rios princi-pios clave:

e Desarrollo de competencias del siglo XXI: La geometria es vista

como una herramienta para la resolucion de problemas, la visualiza-

cion espa-cial y el pensamiento logico.
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e Aprendizaje basado en habilidades mas que en contenidos
aislados: Se busca que los estudiantes puedan aplicar lo aprendido
en contextos vari-ados, mas allda de memorizar formulas.

e Aportes de la didactica de las matematicas: El curriculo refleja in-
fluen-cias de teorias como la de los registros de representacién se-
midtica (Duval), la teoria de la visualizacion (Arcavi), y el enfoque de

resolu-cion de problemas.

e Inclusion y equidad: Se promueve una ensefianza de la geometria
mas accesible, visual y manipulativa, especialmente en los primeros
anos, para atender a la diversidad del estudiantado.

El redisefo curricular chileno se sustenta en diversas perspectivas
contemporaneas de la Educacién Matematica.

Entre ellas destacan:

a) Constructivismo

El aprendizaje geométrico se entiende como un proceso activo de
construccion de significados, donde el estudiante reorganiza progresiva-
mente sus esquemas cognitivos mediante la resolucién de problemas y la
interaccion con diferentes representaciones (Piaget & Inhelder, 1967; Cle-
ments & Sarama, 2020).

b) Perspectiva sociocultural

Desde la teoria sociocultural, el conocimiento matematico emerge a
través de procesos colectivos de comunicacién, argumentacion y negocia-
cion de significados (Vygotsky, 1978; Radford, 2018).

c) Teoria de los registros de representacion

Duval (1999) sostiene que comprender geometria requiere coordi-
nar diversos registros semioticos y realizar conversiones entre ellos, as-
pecto que se refleja explicitamente en las Bases Curriculares chilenas.

d) Pensamiento visual

Arcavi (2003) plantea que la visualizacion constituye un componen-
te esencial del pensamiento matematico, favoreciendo procesos de explo-
racion, formulacion de hipotesis y comprensién conceptual.
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e) Competencias para el siglo XXI

La OECD (2023) y la UNESCO (2021) enfatizan que la educaciéon
matematica debe desarrollar competencias como creatividad,
pensamiento critico, colaboracion, alfabetizacion digital y resolucion
de problemas complejos, todas ellas presentes en la actual orientacion
curricular chilena.

Desafios para la implementacion

Pese a los diversos e importantes avances alcanzados en el disefio
curricular, la literatura especializada coincide en que su implementacion

enfrenta importantes desafios.
Entre ellos destacan:
e desigualdad en la formacion inicial del profesorado;
e limitada actualizacidn profesional en didactica de la geometria;

» escasa disponibilidad de tecnologias digitales en numerosos esta-

blecimientos;
e persistencia de practicas tradicionales de ensefianza;

e sistemas de evaluacion que continuan privilegiando aprendizajes

procedimentales.

Diversos informes internacionales sefialan que la efectividad de
una reforma curricular depende menos del documento oficial y mas de la
capacidad de los docentes para apropiarse de sus fundamentos pedago-
gicos y traducirlos en experiencias significativas de aprendizaje (OECD,
2023; UNESCO, 2021).

Asimismo, la incorporacién de tecnologias digitales requiere
programas sistematicos de formacién continua que permitan desarrollar
competencias profesionales acordes con los desafios de la educacién

matematica contemporanea (Holmes et al., 2022).
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Analisis critico

Las transformaciones curriculares implementadas en Chile repre-
sentan uno de los procesos mas importantes de renovacion de la en-
seflanza de la geometria en América Latina durante las ultimas dos dé-
cadas. El curriculo vigente evidencia una convergencia significativa con
las principales tendencias internacionales en Educacién Matematica, in-
corporando enfoques centrados en el razonamiento, la visualizacion, la
modelaciéon y la argumentacion.

No obstante, la evidencia muestra que las reformas curriculares,
por si solas, no garantizan cambios sustantivos en las practicas de aula.
Su impacto depende de la existencia de politicas integrales que articulen
curriculo, evaluacion, formacion inicial y continua del profesorado, in-
vestigacion educativa y disponibilidad de recursos didacticos.

En este escenario, la incorporacion de tecnologias emergentes e
inteligencia artificial plantea nuevas oportunidades para fortalecer la
ensefianza de la geometria mediante ambientes de aprendizaje mas in-
teractivos, personalizados y orientados al desarrollo del pensamiento
matematico. Sin embargo, estos avances deberan implementarse desde
una perspectiva ética, inclusiva y pedagoégicamente fundamentada, en
consonancia con la Recomendacién sobre la Etica de la Inteligencia Arti-
ficial de la UNESCO (2021).

Analisis final de la seccion

Los cambios curriculares recientes reflejan un esfuerzo sostenido por
actualizar la ensefianza de la geometria en Chile, en linea con tendencias
internacionales y con aportes de la investigacion didactica. Sin embargo,
el impacto real de estas reformas dependera de su apropiacién por parte
de los docentes, la coherencia entre evaluacidn, curriculo y formacion, y la
creacion de condiciones materiales y pedagdgicas que permitan una en-

sefianza mas activa, visual y significativa.
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TENSIONES ENTRE INVESTIGACION, CURRICULO Y AULA

A pesar de los importantes avances registrados en la investigacion en
didactica de la geometria y de las transformaciones curriculares impulsadas
por el Ministerio de Educacién de Chile durante las ultimas décadas, con-
tinda existiendo una brecha significativa entre el conocimiento cientifico
producido por la comunidad académica, las orientaciones establecidas en el
curriculo oficial y las practicas desarrolladas cotidianamente en las aulas es-
colares. Esta desarticulacidon constituye uno de los principales desafios para
la consolidacion de una ensefanza de la geometria orientada al desarrollo
del razonamiento, la visualizacion y la argumentacion matematica (UNESCO,
2021; OECD, 2023; Godino et al., 2022).

Diversos estudios internacionales coinciden en sefalar que las re-
formas curriculares producen transformaciones limitadas cuando no van
acompaiadas de procesos sistematicos de desarrollo profesional docente,
politicas de acompafiamiento pedagogico y mecanismos eficaces de trans-
ferencia del conocimiento generado por la investigacion educativa hacia la
practica escolar (Fullan, 2020; Darling-Hammond, Hyler, & Gardner, 2017).
En consecuencia, comprender las tensiones existentes entre investigacion,
curriculo y aula resulta indispensable para interpretar las dificultades que
enfrenta actualmente la ensefianza de la geometria en Chile.

La distancia entre investigacion y practica pedagogica

Uno de los principales problemas identificados es que los resulta-
dos de la in-vestigacién en didactica de la geometria — como los aportes
sobre visualizacion, registros de representacion, razonamiento espacial
o ensefianza de la demostracion — no siempre son conocidos ni utili-
zados por docentes en ejercicio. Las investigaciones sue-len circular en
espacios académicos restringidos (revistas especializadas, congresos) y
no se traducen en materiales didacticos accesibles o programas de for-
macién docente continua.

Aunque durante las dltimas dos décadas, la produccién cientifica
sobre visualizacidn matematica, razonamiento espacial, registros de re-
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presentacion semiotica, demostracion y tecnologias digitales ha crecido
de manera significativa, estos avances permanecen, en muchos casos, cir-
cunscritos al ambito universitario y a revistas especializadas, con escasa
incidencia en la ensefianza cotidiana (Godino et al., 2022; Sinclair et al.,
2023).

La teoria de la difusion de innovaciones propuesta por Rogers
(2003) permite comprender esta situacion al sefialar que la generaci-
6n de conocimiento no garantiza por si misma su incorporacién en las
practicas profesionales. Para que una innovacion educativa sea adop-
tada, debe existir una mediacion institucional que facilite procesos de
apropiacion, adaptacion y acompafamiento. En el ambito de la Educaci-
6n Matematica, ello implica traducir los resultados de la investigacion en
orientaciones curriculares, recursos didacticos, programas de formacion
y comunidades profesionales de aprendizaje.

En Chile, diversos estudios han mostrado que muchos docentes
continuan desarrollando una ensefianza centrada en la exposicion de de-
finiciones, la aplicacion rutinaria de procedimientos y la resoluciéon me-
canica de ejercicios, reproduciendo modelos tradicionales de ensefianza
que limitan el desarrollo del pensamiento geométrico (Radford, 2018;
Clements & Sarama, 2020). Esta situacion refleja la persistencia de una
brecha entre el conocimiento didactico disponible y las practicas efecti-
vamente implementadas en las aulas.

Curriculo prescrito versus curriculo implementado

Desde una perspectiva de la teoria curricular, resulta pertinente
distinguir entre el curriculo prescrito, expresado en los documentos ofi-
ciales, y el curriculo implementado, correspondiente a las experiencias

reales desarrolladas por los docentes (Goodlad, 1979; Sacristan, 2013).

Las Bases Curriculares chilenas promueven explicitamente el de-
sarrollo de habilidades como la visualizacion, la representacién, la argu-
mentacion y la modelacion matematica (MINEDUC, 2012, 2015, 2019).
Sin embargo, investigaciones recientes muestran que estas orientacio-
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nes no siempre logran materializarse en las practicas escolares debido a
multiples condicionantes institucionales y pedagogicos.

Entre los factores mas relevantes se encuentran:

» Falta de tiempo: La presién por cumplir con todos los objetivos de
aprendizaje lleva a muchos docentes a privilegiar procedimientos ra-
pidos por sobre la comprension profunda.

e Preparacidn para evaluaciones estandarizadas: Las pruebas como
la PAES tienden a reforzar una visién reduccionista de la geometria,

basada en ejercicios aislados y descontextualizados.

e Escasos recursos didacticos: Muchas escuelas no cuentan con ma-
teriales concretos, acceso a tecnologia o recursos visuales de calidad
para apoyar el aprendizaje geométrico.

Como consecuencia, muchas experiencias de ensefianza continuian
privilegiando procedimientos rutinarios y ejercicios de aplicaciéon inme-
diata, relegando actividades orientadas a la formulacién de conjeturas,
la exploracion dinadmica y la argumentacion matematica (OECD, 2023;
UNESCO, 2021).

La formacion inicial y continua del profesorado

La literatura especializada coincide en sefialar que la formacion del
profesorado constituye uno de los factores con mayor impacto sobre la
calidad de la ensefianza de la geometria (Darling-Hammond et al., 2017;
Ball, Thames, & Phelps, 2008).

En Chile, la formacion inicial presenta importantes diferencias entre
instituciones de educacién superior respecto de la profundidad con que se
aborda la didactica especifica de la geometria. En numerosos programas
de Pedagogia en Matematica, los cursos contindan privilegiando conteni-
dos disciplinares por sobre el analisis de procesos de ensefianza, aprendi-
zaje y evaluacion. Las universidades chilenas aun muestran grandes dife-
rencias en la calidad y profundidad de la formacién inicial en didactica de
la geometria. En muchos progra-mas de pedagogia, el estudio de la geome-
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tria se limita a cursos tedricos sin conexion con la realidad escolar ni con
enfoques didacticos actuales.

Asimismo, la formacién continua ofrecida por el Estado o por institu-
ciones privadas, rara vez aborda la geometria en profundidad. En general,
la didactica de la geometria ocupa un lugar marginal frente a otros conte-
nidos considerados “mas evaluados” o “mas urgentes”.

Desde la perspectiva del conocimiento especializado del profesor de
matematicas (Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge), resulta in-
dispensable que los futuros docentes desarrollen competencias relaciona-
das con:

e comprension epistemologica de la geometria;

e conocimiento didactico del contenido;

e andlisis de errores y dificultades de aprendizaje;

* uso pedagogico de tecnologias digitales;

e disefio de tareas de visualizacion y argumentacion;

e evaluacién del razonamiento geométrico.

Investigaciones recientes destacan que el desarrollo profesional
docente debe entenderse como un proceso continuo de reflexién e inno-

vacion, articulado con comunidades de aprendizaje profesional y proyec-
tos colaborativos entre universidades y escuelas (Liljedahl, 2021; Godino

etal, 2022).
La evaluacion como fuente de tension

Uno de los aspectos mas criticos identificados por la literatura cor-
responde a la escasa coherencia entre los enfoques curriculares y los siste-
mas de evaluacion.

Las Bases Curriculares promueven habilidades complejas relaciona-
das con la argumentacién, la comunicacién matematica, la representaci-
6n y la modelacién. Sin embargo, gran parte de las evaluaciones externas
contindan privilegiando ejercicios cerrados, respuestas unicas y procedi-
mientos algoritmicos, limitando las oportunidades para valorar procesos
de razonamiento geométrico (Black & Wiliam, 2009; OECD, 2023).
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Esta situacion genera una paradoja ampliamente descrita por la
investigacion educativa: mientras el curriculo propone una ensefianza
centrada en competencias, la evaluacion tiende a favorecer aprendizajes
reproductivos. Como consecuencia, numerosos docentes priorizan estra-
tegias orientadas a mejorar resultados en pruebas estandarizadas, redu-
ciendo el tiempo destinado a actividades de exploracién, demostraciéon y
resolucion de problemas abiertos.

La evaluacion formativa aparece, en este contexto, como una alter-
nativa que permite recoger evidencias permanentes del aprendizaje, re-
troalimentar oportunamente a los estudiantes y promover procesos de
autorregulaciéon del pensamiento matematico (Heritage, 2010; Black &
Wiliam, 2009).

Cultura escolar y resistencia al cambio

Las transformaciones curriculares no dependen exclusivamente de
la calidad técnica de los documentos oficiales, sino también de la cultura

profesional existente en los establecimientos educativos.

Fullan (2020) sostiene que toda innovacion enfrenta procesos de re-
sistencia derivados de creencias, rutinas y practicas consolidadas alo largo
del tiempo. En el caso de la ensefianza de la geometria, dichas resistencias

pueden observarse en:
e predominio de clases expositivas;
» énfasis excesivo en la memorizaciéon de definiciones;
e escaso uso de recursos manipulativos;
e baja incorporacion de tecnologias digitales;
e limitada colaboracién entre docentes.

A ello se agregan las expectativas de estudiantes y familias, quienes
frecuentemente identifican el aprendizaje matematico con la adquisicién
de procedimientos mecanicos mas que con el desarrollo del razonamiento

y la comprension conceptual.

123



Ensino de Geometria na América Latina:
pesquisa, ensino e formacgao docente

La literatura sobre cambio educativo sefiala que la innovacién sos-
tenible requiere liderazgo pedagoégico, trabajo colaborativo, comunidades
profesionales de aprendizaje y politicas institucionales de apoyo perma-
nente (Hargreaves & O’Connor, 2018; Fullan, 2020).

Nuevos desafios: inteligencia artificial y ensefianza de la
geometria

Durante los ultimos afios ha emergido un nuevo escenario asociado

a la incorporacion de la inteligencia artificial en Educacion Matematica.

Herramientas basadas en inteligencia artificial generativa, analitica
del aprendizaje y sistemas tutoriales inteligentes ofrecen nuevas posi-
bilidades para fortalecer procesos de visualizacién, construccion de re-
presentaciones dinamicas, retroalimentacidon personalizada y evaluaci-
On continua del aprendizaje geométrico (Holmes et al., 2022; UNESCO,
2021; Silva, 2026).

No obstante, la integracion de estas tecnologias también plantea

desafios relacionados con:
e ética y uso responsable de la inteligencia artificial;
e proteccién de datos personales;
e desarrollo del pensamiento critico;
e formacion digital del profesorado;
e equidad en el acceso a tecnologias;
* redefinicién del papel del docente.

En este contexto, la inteligencia artificial no debe entenderse como
un sustituto del profesor, sino como una herramienta que amplia las po-
sibilidades de mediacion pedagogica y favorece procesos de aprendizaje
mas personalizados, colaborativos y reflexivos. Esta perspectiva resulta
coherente con los modelos emergentes de Educacion Matematica Digital
y con los recientes desarrollos sobre inteligencia artificial educativa (Lu-
ckin, 2024; Holmes et al., 2022; UNESCO, 2021).
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Analisis integrador

El analisis precedente evidencia que las tensiones entre investigaci-
on, curriculo y practica docente poseen un caracter sistémico y no pueden
explicarse unicamente por decisiones individuales del profesorado. Se tra-
ta de un fendmeno complejo donde convergen factores curriculares, insti-

tucionales, culturales, tecnoldgicos y politicos.

La superacion de estas tensiones requiere avanzar hacia un mode-
lo de articulacion permanente entre universidades, centros de investiga-
cion, Ministerio de Educacién, establecimientos escolares y comunidades
profesionales de aprendizaje. Asimismo, resulta indispensable fortalecer
la formacion inicial y continua del profesorado, promover evaluaciones
coherentes con el curriculo vigente y favorecer la incorporacion critica de
tecnologias digitales e inteligencia artificial en los procesos de ensefianza
y aprendizaje.

En sintesis, la transformacién efectiva de la ensefianza de la geo-
metria dependera de la capacidad del sistema educativo para integrar el
conocimiento cientifico producido por la investigacion con las decisiones
curriculares y las practicas pedagogicas, construyendo una cultura profe-
sional basada en la innovacion, la colaboracién y la mejora continua. Esta
articulacion constituye una condicién esencial para responder a los desafi-
os de la educacién matematica del siglo XXI y avanzar hacia una ensefianza
de la geometria mas significativa, equitativa y pertinente.

CONCLUSIONES Y PROYECCIONES

El analisis desarrollado a lo largo de este capitulo, permite constatar
que la ensefianza de la geometria en Chile ha experimentado una transfor-
macion significativa durante las ultimas décadas. Desde una tradicidn cen-
trada en el formalismo euclidiano y en la ensefianza de contenidos aislados,
el curriculo nacional ha evolucionado hacia un enfoque basado en compe-
tencias, que reconoce la importancia del razonamiento, la visualizacion,

la representacion, la modelacién y la argumentacién como componentes
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esenciales del pensamiento matematico (Ministerio de Educacion de Chile
[MINEDUC], 2012, 2015, 2019; National Council of Teachers of Mathemati-
cs [NCTM], 2014). Este cambio curricular se encuentra en consonancia con
las principales tendencias internacionales en Educacion Matematica y con
las recomendaciones formuladas por organismos como la UNESCO (2021)
y la OECD (2023), que promueven una enseflanza orientada al desarrollo

de competencias para el siglo XXI.

Sin embargo, el recorrido histérico evidencia que las transformacio-
nes curriculares no siempre han sido acompafadas por cambios equiva-
lentes en las practicas pedagogicas. Persisten brechas entre las orientacio-
nes oficiales, la formacién inicial y continua del profesorado, los sistemas
de evaluacion y las condiciones institucionales disponibles en los estable-
cimientos educacionales. Estas tensiones limitan la implementacién efec-
tiva de propuestas didacticas innovadoras y reducen el impacto potencial
de los avances alcanzados por la investigacion en didactica de la geometria
(Darling-Hammond et al., 2017; Fullan, 2020; Godino et al., 2022).

Desde la perspectiva de la investigacion educativa, puede afirmar-
se que Chile ha consolidado progresivamente una comunidad académica
interesada en comprender los procesos de ensefanza y aprendizaje de la
geometria. Las investigaciones desarrolladas durante las ultimas décadas
han permitido profundizar el conocimiento sobre la visualizacion mate-
matica, el razonamiento espacial, la argumentacion, la demostracion, el
uso de tecnologias digitales y la formacidn del profesorado. No obstante,
uno de los principales desafios continta siendo la transferencia efectiva de
estos conocimientos hacia las politicas publicas, los programas de forma-
cion docente y las practicas desarrolladas en el aula (Sinclair et al,, 2023;
Fujita & Jones, 2020).

La evidencia internacional demuestra que la mejora de la ensefianza
de la geometria depende de una articulacién permanente entre investiga-
cion, curriculo, evaluacién y desarrollo profesional docente. En consecuen-
cia, no resulta suficiente actualizar los documentos curriculares si estas
modificaciones no van acompafadas de estrategias sistematicas de forma-
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cion continua, acompanamiento pedagdgico, produccion de recursos di-
dacticos y fortalecimiento de comunidades profesionales de aprendizaje
(OECD, 2023; UNESCO, 2021).

Asimismo, la evolucion reciente de las tecnologias digitales abre
nuevas posibilidades para enriquecer la ensefianza de la geometria. La in-
corporacion de ambientes de geometria dinamica, plataformas digitales e
inteligencia artificial permite ampliar las oportunidades de exploracién,
representacion, visualizacion y retroalimentacion personalizada, favore-
ciendo procesos de aprendizaje mas activos y significativos. Sin embargo,
su integracion debe sustentarse en principios éticos, pedagdgicos y episte-
molégicos que garanticen un uso responsable de estas tecnologias y forta-
lezcan, antes que sustituyan, el papel del profesorado como mediador del
aprendizaje (Holmes et al., 2022; UNESCO, 2021).

Proyecciones para la investigacion

La revision realizada permite identificar diversas lineas prioritarias
para futuras investigaciones en didactica de la geometria.

En primer lugar, resulta necesario profundizar el estudio de los pro-
cesos de visualizacion matematica y razonamiento espacial en contextos
escolares diversos, particularmente considerando las desigualdades terri-
toriales presentes en el sistema educativo chileno.

En segundo término, se requiere ampliar las investigaciones relacio-
nadas con la formacion inicial y continua del profesorado, analizando las
competencias necesarias para ensefiar geometria en escenarios caracteri-
zados por la creciente incorporacion de tecnologias digitales e inteligencia
artificial.

Una tercera linea de investigacion corresponde al desarrollo de mo-
delos de evaluacién que permitan valorar procesos complejos de razona-
miento, argumentacion, modelacién y comunicacion matematica, supe-
rando los enfoques centrados exclusivamente en respuestas correctas o
procedimientos rutinarios.
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Finalmente, emerge como un campo especialmente promisorio el es-
tudio de las interacciones entre inteligencia artificial, analitica del apren-
dizaje y ensefianza de la geometria, explorando nuevas formas de perso-
nalizacion del aprendizaje, retroalimentacion automatica y generacion de
ambientes inteligentes para el desarrollo del pensamiento matematico
(Holmes et al., 2022; Luckin, 2024).

Implicancias para las politicas educativas

Desde la perspectiva de la politica publica, los resultados de este
analisis permiten formular diversas recomendaciones orientadas al for-

talecimiento de la ensefianza de la geometria en Chile.

En primer lugar, resulta indispensable consolidar una politica na-
cional de formacion docente que otorgue mayor protagonismo a la didac-
tica especifica de la geometria, integrando conocimientos disciplinares,
pedagogicos y tecnolégicos.

En segundo lugar, se recomienda fortalecer los mecanismos de vin-
culacién entre universidades, centros de investigacion, establecimientos
escolares y organismos responsables del disefio curricular, favoreciendo
procesos permanentes de transferencia del conocimiento cientifico hacia

la practica educativa.

Asimismo, se hace necesario avanzar hacia sistemas de evaluacién
coherentes con los principios establecidos en las Bases Curriculares, in-
corporando tareas que promuevan la argumentacion, la representacion,

la resolucion de problemas y la modelacion matematica.

Finalmente, resulta prioritario garantizar condiciones de equidad
en el acceso a recursos tecnolégicos, software especializado y conectivi-
dad digital, permitiendo que todos los estudiantes puedan beneficiarse
de las oportunidades que ofrecen las nuevas tecnologias para el aprendi-
zaje de la geometria (MINEDUC, 2019; OECD, 2023).
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Implicancias para la formacion del profesorado

La transformacion de la ensefianza de la geometria exige fortalecer
tanto la formacidn inicial como el desarrollo profesional continuo del pro-
fesorado.

En este sentido, los programas universitarios deberian incorporar de
manera mas sistematica contenidos relacionados con:

e visualizacién matematica;

e razonamiento espacial;

e argumentacion y demostracion;

e tecnologias digitales;

e GeoGebra y geometria dindmica;

e inteligencia artificial aplicada a la Educacion Matematica;

e evaluacion auténtica del aprendizaje geométrico.

Igualmente, resulta pertinente promover modalidades de formacion
basadas en comunidades profesionales de aprendizaje, investigacion-ac-
cion, analisis colaborativo de clases y reflexion sobre la practica docente,

favoreciendo una cultura de innovacion permanente (Hargreaves & O’Con-
nor, 2018; Darling-Hammond et al., 2017).

Una mirada prospectiva

La ensefianza de la geometria enfrenta actualmente un escenario de
profundas transformaciones asociado a la revolucion digital y al desarrollo
de la inteligencia artificial. Estas innovaciones no modifican inicamente
las herramientas disponibles para ensefar, sino que también replantean la
naturaleza misma del aprendizaje matematico, las formas de representa-
cion del conocimiento y el papel del docente como disefiador de experien-
cias de aprendizaje.

En este contexto, la geometria puede convertirse en uno de los es-
pacios privilegiados para desarrollar competencias vinculadas con la cre-
atividad, el pensamiento critico, la resolucién de problemas complejos, la
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modelacion y la alfabetizacion digital. Su naturaleza visual y espacial la
sitla en una posicion estratégica para integrar tecnologias emergentes,
ambientes inmersivos e inteligencia artificial, favoreciendo procesos de
aprendizaje altamente interactivos y contextualizados.

Desde esta perspectiva, el futuro de la ensefianza de la geometria en
Chile dependera de la capacidad del sistema educativo para construir un
ecosistema articulado entre investigacion cientifica, innovacion curricu-
lar, desarrollo profesional docente y transformacion digital. Solo mediante
esta integracién sera posible avanzar hacia una educacién matematica que
responda a las demandas de la sociedad contemporanea y contribuya efec-
tivamente a la formacién de ciudadanos capaces de comprender, interpre-
tar y transformar el mundo mediante el pensamiento matematico.

Cierre

La ensefianza de la geometria constituye mucho mas que un con-
junto de contenidos escolares: representa un espacio privilegiado para
el desarrollo del pensamiento espacial, la argumentacion, la creatividad
y la comprension del entorno. La evidencia analizada en este capitulo
muestra que Chile dispone hoy de avances curriculares, investigaciones
especializadas y experiencias pedagodgicas que configuran una base soli-
da para continuar fortaleciendo este campo, donde se destaca:

e Revalorizacidn curricular de la geometria: El curriculo actual reco-
noce el valor formativo de la geometria, no solo como un conjunto de
contenidos, sino como una via para desarrollar habilidades de razo-

namiento, visualizacién y representacidn.

e Impacto parcial de la investigacién: A pesar del crecimiento de la in-
vestigacidon nacional en didactica de la geometria, su influencia en las
practicas docentes sigue siendo limitada, en gran parte por la falta de
formacion especifica y de articulacion entre universidad, escuela y
politica educativa.

 Persistencia de tensiones estructurales: La implementacién efec-
tiva del curri-culo se ve dificultada por la escasa formacién con-
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tinua, la presion de las evaluaciones estandarizadas y una cultura
escolar que sigue priorizando el enfoque procedimental.

* Emergencia de buenas practicas locales: Diversas experiencias de-
muestran que, con estrategias didacticas adecuadas, apoyo institu-
cional y uso intencionado de la tec-nologia, es posible transformar la
ensefianza de la geometria en experiencias significa-tivas y motiva-
doras para los estudiantes.

Tabla resumen: Buenas practicas en la ensefianza de la
geometria en Chile

Revalorizacion curricular de la geometria: El curriculo actual re-
conoce el valor formativo de la geometria, no solo como un conjunto de
contenidos, sino como una via para desarrollar habilidades de razona-

miento, visualizacién y representacion.

Impacto parcial de la investigacion: A pesar del crecimiento de la
investigacion nacional en didactica de la geometria, su influencia en las
practicas docentes sigue siendo limitada, en gran parte por la falta de for-
macion especifica y de articulacion entre universidad, escuela y politica

educativa.

Persistencia de tensiones estructurales: La implementacion efecti-
va del curriculo se ve dificultada por la escasa formacién continua, la pre-
sion de las evaluaciones estandarizadas y una cultura escolar que sigue

priorizando el enfoque procedimental.

Emergencia de buenas practicas locales: Diversas experiencias de-
muestran que, con estrategias didacticas adecuadas, apoyo institucional
y uso intencionado de la tecnologia, es posible transformar la ensefianza
de la geometria en experiencias significativas y motivadoras para los es-

tudiantes.
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Tabla resumen: Buenas practicas en la ensefianza de la geometria en Chile

. ) Niveles Resultados
Experiencia Estrategias clave .
educativos observados
GeoGebra en - Uso de software dinamico - Mejora en
liceos rurales - Visualizacién de 7° basicoa | comprension espacial
(Regidn de Los transformaciones 2° medio - Mayor participacién
Rios) - Trabajo colaborativo estudiantil
Taller en .
. Lo - Fortalecimiento
liceos técnicos )
_ _ o o _ del razonamiento
(Santiago) - Uso de materiales concretos | 2°y 3° medio L
., , .. geomeétrico
- Problemas - Argumentacion oral y escrita técnico

- Mayor vinculo con

aplicados al . .
asignaturas técnicas

mundo laboral

- Talleres con tecnologias y Uso mas preciso del

manipulativos ., . s
L o i Educaciéon lenguaje geométrico
Formacién - Aplicacidn de teorias basica Meiora en
docente (PUCV) didacticas i y : .,
media representacion y
- Proyectos de aula
. modelado
supervisados
- Disefio urbano con base
Proyecto geométrica - Aprendizaje situado
interdisciplinario - Escalas, simetria y y contextualizado
STEM modelacion 3D 1° medio - Integracién entre
(Antofagasta) - Presentacién publica de disciplinas

resultados

No obstante, la consolidacion de una ensefianza de la geometria
pertinente para el siglo XXI requiere superar la tradicional fragmenta-
cion entre investigacion, curriculo y practica docente. Solo una articula-
cion efectiva entre universidades, escuelas, organismos publicos y comu-
nidades profesionales permitira transformar el conocimiento cientifico
en experiencias de aprendizaje significativas, inclusivas e innovadoras.

En este horizonte, la integracion critica de tecnologias digitales y
de inteligencia artificial, sustentada en principios éticos, pedagdgicos y
cientificos, constituye una oportunidad para renovar la ensefianza de la
geometria y proyectarla hacia los desafios educativos del futuro, reafir-
mando su papel como uno de los pilares fundamentales de la Educacion

Matematica contemporanea.

132



Ensino de Geometria na América Latina:
pesquisa, ensino e formacgao docente

REFERENCIAS

Arcavi, A. (2003). The role of visual representations in the learning of ma-
thematics. Educational Studies in Mathematics, 52(3), 215-241. https://doi.or-
g/10.1023/A:1024312321077

Ball, D. L., Thames, M. H., & Phelps, G. (2008). Content knowledge for tea-
ching: What makes it special? Journal of Teacher Education, 59(5), 389—407.
https://do1.org/10.1177/0022487108324554

Battista, M. T. (2007). The development of geometric and spatial thinking. En
F. Lester (Ed.), Second handbook of research on mathematics teaching and le-
arning (pp. 843-908). Information Age Publishing.

Bishop, A. J. (1988). Mathematical enculturation: A cultural perspective on
mathematics education. Kluwer Academic Publishers.

Black, P., & Wiliam, D. (2009). Developing the theory of formative assess-
ment. Educational Assessment, Evaluation and Accountability, 21(1), 5-31.

Clements, D. H., & Sarama, J. (2020). Learning and teaching early math (3rd
ed.). Routledge.

Cox, C. (2003). Politicas educacionales en el cambio de siglo: La reforma del
sistema escolar de Chile. Editorial Universitaria.

Darling-Hammond, L., Hyler, M. E., & Gardner, M. (2017). Effective teacher
professional development. Learning Policy Institute.

de Villiers, M. (2021). Rethinking proof in geometry education. Learning and
Teaching Mathematics, 30, 8—16.

Duval, R. (1999). Representation, vision and visualization: Cognitive functions
in mathematical thinking. Basic Issues for Learning.

Fischbein, E. (1993). The theory of figural concepts. Educational Studies in
Mathematics, 24(2), 139-162.

Freudenthal, H. (1991). Revisiting mathematics education. Kluwer Academic
Publishers.

Fullan, M. (2020). Leading in a culture of change (2nd ed.). Jossey-Bass.
Fujita, T., & Jones, K. (2020). Geometry education research: Current trends

and future directions. En S. Lerman (Ed.), Encyclopedia of Mathematics Edu-
cation (2nd ed.). Springer.

133


https://doi.org/10.1023/A:1024312321077
https://doi.org/10.1023/A:1024312321077
https://doi.org/10.1177/0022487108324554

Ensino de Geometria na América Latina:
pesquisa, ensino e formacgao docente

Godino, J. D., Batanero, C., Font, V., & Giacomone, B. (2022). Fundamentos
de la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas. Universidad de Granada.

Goodlad, J. I. (1979). Curriculum inquiry. McGraw-Hill.

Hargreaves, A., & O’Connor, M. T. (2018). Collaborative professionalism.
Corwin. Heritage, M. (2010). Formative assessment. Corwin.

Holmes, W., Bialik, M., & Fadel, C. (2022). Artificial intelligence in education:
Promises and implications for teaching and learning (Updated ed.). Center for
Curriculum Redesign.

Jones, K., & Fujita, T. (2020). Geometry education. En S. Lerman (Ed.),
Encyclopedia of Mathematics Education (2nd ed.). Springer.

Kilpatrick, J., Swafford, J., & Findell, B. (Eds.). (2001). Adding it up: Helping
children learn mathematics. National Academies Press.

Liljedahl, P. (2021). Building thinking classrooms in mathematics. Corwin.
Luckin, R. (2024). Al for schoolteachers (2nd ed.). Routledge.

Mariotti, M. A. (2022). Proof and proving in mathematics education. En
Encyclopedia of Mathematics Education (2nd ed.). Springer.

Ministerio de Educacion de Chile. (1996). Objetivos fundamentales y conteni-
dos minimos obligatorios para la Educacion Basica. MINEDUC.

Ministerio de Educacion de Chile. (1998). Marco curricular de Educacion
Basica. MINEDUC.

Ministerio de Educacion de Chile. (2012). Bases Curriculares. Matematica.
Educacion Basica. MINEDUC.

Ministerio de Educacion de Chile. (2013). Programa de estudio Matematica
Educacion Basica. MINEDUC.

Ministerio de Educacion de Chile. (2015). Bases Curriculares. Matematica. 7°
Basico a 2° Medio. MINEDUC.

Ministerio de Educacion de Chile. (2016). Orientaciones para la implementaci-
on curricular. MINEDUC.

Ministerio de Educacion de Chile. (2019). Bases Curriculares 3° y 4° Medio.
MINEDUC.

134



Ensino de Geometria na América Latina:
pesquisa, ensino e formacgao docente

National Council of Teachers of Mathematics. (2014). Principles to actions:
Ensuring mathematical success for all. NCTM.

OECD. (2023). PISA 2022 Results (Volume I): The state of learning and equity
in education. OECD Publishing.

Piaget, J., & Inhelder, B. (1967). The child’s conception of space. Norton.
Radford, L. (2018). The theory of objectification. Brill.

Rogers, E. M. (2003). Diffusion of innovations (5th ed.). Free Press.

Sacristan, J. G. (2013). En busca del sentido de la educacién. Morata.

Silva Cordova, C. (2026). Modelo Evaluativo en Educaciéon Matematica
1(\34}3(112@0 por Inteligencia Artificial (ME-IAEM). ISBN: 978-956-03-0580-0.

Sinclair, N., de Villiers, M., & Kaiser, G. (Eds.). (2023). Recent research on
geometry education. Springer.

Stylianides, A. J., & Stylianides, G. J. (2018). Teaching and learning proof.
Routledge.

UNESCO. (2021). Recommendation on the Ethics of Artificial Intelligence.
UNESCO.

UNESCO. (2023). Global Education Monitoring Report 2023: Technology in
education — A tool on whose terms? UNESCO.

Van Hiele, P. M. (1986). Structure and insight: A theory of mathematics
education. Academic Press.

135



Ensino de Geometria na América Latina:
pesquisa, ensino e formacgao docente

CAPITULO S

O ensino da Geometria na América
Latina: desenvolvimento do pensamento
geomeétrico, evidéncias empiricas e
desafios contemporaneos

Resumo: Este capitulo analisa criticamente o ensino da geometria na América
Latina, enfatizando o desenvolvimento do pensamento geométrico por meio
da articulacdo entre visualizacdo, construcao e¢ demonstracdo. Com base em
investigacoes desenvolvidas na Universidad Antonio Narifio e em revisao tedrica,
identificam-se avangos na compreensdao dos processos cognitivos e limitagoes
como a fragmentacdo curricular e a fraca articulacdo entre teoria e pratica.
Apresentam-se evidéncias empiricas € propde-se um modelo tedrico-pratico para
fortalecer a aprendizagem geométrica na regiao.

Palavras-chave: Ensino de geometria. Pensamento geométrico. Visualizagdo.
Demonstracao. Educacdo matematica. América Latina.

Resumen: Este capitulo analiza criticamente la ensefianza de la geometria en
América Latina, destacando el desarrollo del pensamiento geométrico mediante
la articulacion entre visualizacion, construccion y demostracion. A partir de
investigaciones desarrolladas en la Universidad Antonio Narifio y de una revision
tedrica, se identifican avances en la comprension de los procesos cognitivos, asi
como limitaciones asociadas a la fragmentacion curricular y a la débil relacion entre
teoria y practica. Finalmente, se propone un modelo tedrico—empirico orientado al

fortalecimiento del aprendizaje geométrico en distintos niveles educativos.

Palabras-clave: Geometria. Pensamiento geométrico. Visualizacién. Demostracion.
Educacion matematica. América Latina.
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INTRODUCCION

La ensefnanza de la geometria ha experimentado un crecimiento signifi-
cativo en la produccidon académica en las Gltimas décadas, tanto en América
Latina como a nivel internacional. Este campo de investigacion se ha conso-
lidado mediante el estudio de diversos niveles educativos, enfoques pedago-

gicos y contextos socioculturales.

Autores como Duval (1999) han resaltado la importancia de las repre-
sentaciones semiodticas en la comprension geométrica, indicando que una de
las barreras mas importantes para el aprendizaje es la dificultad para conci-
liar distintos tipos de representacion. En un sentido complementario, Piaget
y Inhelder (1993) contribuyen con una vision del desarrollo cognitivo que
facilita la comprension de como los estudiantes construyen su pensamiento

espacial de manera progresiva.

La produccion académica ha resaltado, en el escenario de América La-
tina, lo importante que es dejar atras las tradiciones enfocadas en la memori-
zacion y progresar hacia posturas que incorporen la argumentacion, la visu-
alizacion y la solucion de problemas. La ensefianza de las matematicas se ha
replanteado gracias a investigadores como Cantoral (2013), Batanero (2013)
y Godino (2002), quienes han aportado perspectivas mas significativas y con-

textualizadas.

En este marco, la ensefianza de la geometria en América Latina se con-
figura como un campo que articula distintos niveles educativos, diversas mo-
dalidades y multiples realidades pedagogicas. El presente capitulo se inscribe
en esta linea, proponiendo un analisis critico de la ensefianza de la geometria
a partir de investigaciones recientes, con especial énfasis en los aportes de-
sarrollados en la Universidad Antonio Narifio. Se propone un modelo tedrico
— empirico que contribuya a fortalecer el desarrollo del pensamiento geomé-

trico a partir de evidencia investigativa.
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LA ENSENANZA DE LA GEOMETBiA EN AMERICA LATINA: UNA
MIRADA DESDE LA INVESTIGACION

Segln la literatura en educacién matematica, el método de ensefianza de
la geometria en América Latina se ha caracterizado por un enfoque que prioriza
lo procedimental, es decir, la memorizacion de definiciones y la utilizacion de
algoritmos; esto restringe el Desarrollo del pensamiento geométrico (Schoen-
feld, 1992).

La situacion actual de la ensefianza de las matemadticas en Colombia ha
estado ligada a los Lineamientos curriculares desarrollado por el MEM (Mi-
nisterio de Educacion Nacional), donde ofrecen orientaciones epistemologicas,
pedagbgicas, y curriculares para que las Instituciones Educativas se orienten
en la creacion de sus propios planes de estudio. Se ha evidenciado que las pro-
puestas curriculares establecidas por la mayoria de las instituciones educativas
se establecen teniendo en cuenta el tipo de pensamiento que se quiere desar-
rollar, con base a ciertos contenidos matematicos estipulados para cada grado

académico.

En la medida que las sociedades miden los desempefios en matematicas
de sus estudiantes, en escuelas y universidades (en Colombia las pruebas Saber,
internacionalmente prueba como TIMSS y PISA), se puede apreciar grandes
brechas en los resultados. Algunos paises, como Singapur, Rusia y otros, ya han
replanteado sus curriculos matematicos para que sean mas retadores, en sinto-
nia con las exigencias de las sociedades de conocimiento y consecuentes con la
naturaleza de la matematica y del pensamiento que puede llamarse matematico.
Singapur en particular ha mostrado grandes avances en las pruebas internacio-
nales. En Colombia no sdélo es el caso que los resultados comparativos a nivel
internacional sean deficientes, sino que los resultados frente a lo esperado en

las pruebas nacionales también demuestran grandes fallas.

En Colombia, la gran mayoria de las escuelas no cuentan siquiera con
libros de texto, que pueden formar a los jovenes colombianos de manera que su
aprendizaje matematico responda a sus anhelos y necesidades y que se formen

ciudadanos que pueden ser internacionalmente competitivos.
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Con base, a lo anterior, desde la Universidad Antonio Narifio, se viene
trabajando una linea de investigacion denominado: Incidencia del pensamiento
visual en el proceso de ensefianza aprendizaje de las matematicas. Con el obje-
tivo de contribuir al Desarrollo del pensamiento visual para favorecer el proce-
so de ensefianza aprendizaje de la matematica, donde se logre un conocimiento
robusto de los contenidos matematicos a través de la resolucion de problemas,

de esta manera, avanzando en el desarrollo del pensamiento matematico.

A continuacion, se indicara las tendencias de investigaciones que se han
desarrollado respecto al desarrollo del pensamiento matematico en la linea de

la geometria.

La enseiianza de la geometria en Colombia: entre la transformacion
pedagogica y los nuevos desafios educativos

En el contexto educativo colombiano, la ensefianza de la geometria ha
atravesado un proceso de transformacion que responde a cambios en las con-
cepciones pedagogicas y a las demandas de formacion de los estudiantes en la
actualidad. Tradicionalmente, esta area se abordaba desde una perspectiva cen-
trada en la repeticion de procedimientos y la memorizacion de formulas, lo cual
limitaba la comprension profunda de los conceptos (Ministerio de Educacion
Nacional [MEN], 2006). Sin embargo, en las ultimas décadas se ha promovido
un enfoque mas integral, orientado al desarrollo de competencias y habilidades
cognitivas.

Una de las tendencias mas relevantes es el transito hacia una ensenanza
basada en el Desarrollo del pensamiento geométrico. Este enfoque busca que
los estudiantes no solo adquieran conocimientos, sino que también desarrollen
habilidades como la visualizacidon espacial, la argumentacion y la resolucion
de problemas (Godino ef al., 2013). En este sentido, el aprendizaje se concibe
como un proceso activo en el que el estudiante construye significado a partir de

la interaccion con su entorno.

De igual manera, la incorporacion de tecnologias digitales ha transfor-
mado las practicas de aula. Herramientas como los programas de geometria

dindmica permiten representar y manipular objetos geométricos de manera in-
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teractiva, favoreciendo la comprension de relaciones espaciales y propiedades
matematicas (Hohenwarter & Preiner, 2007). Estas herramientas no solo faci-
litan la ensefanza, sino que también amplian las posibilidades de exploracion

por parte de los estudiantes.

Otra tendencia importante es la contextualizacion del aprendizaje. La
geometria ha dejado de ser vista como un conjunto de conceptos abstractos
para integrarse con situaciones reales, relacionadas con campos como la ar-
quitectura, la ingenieria y el disefio. Este enfoque permite que los estudiantes
reconozcan la utilidad del conocimiento geométrico en su vida cotidiana, lo

que incrementa su motivacion y compromiso (Bishop, 1999).

Tabla 1 — Sintesis de tendencias actuales en la ensefianza de la geometria

Tendencia Caracteristica Beneficio pedagogico
Uso de TIC Software y simuladores Mejora visualizacion
Contextualizacion Problemas del entorno Aprendizaje significativo
Metodologias activas Participacion constante Mayor motivacion
Modelo Van Hiele Ensefianza por niveles Respeta desarrollo cognitivo
Trabajo colaborativo Discusion entre pares Fortalece argumentacion
Material manipulativo Construccion concreta Facilita comprension espacial

Fuente: elaboracion propia.

Asimismo, las metodologias activas han cobrado protagonismo en la
ensefianza de la geometria. Estrategias como el aprendizaje basado en pro-
blemas y el trabajo colaborativo promueven la participacion activa de los
estudiantes y favorecen el desarrollo de habilidades sociales y cognitivas
(Diaz-Barriga, 2006). En estos entornos, el error se asume como parte del
proceso de aprendizaje, lo que contribuye a una construccion mas solida del

conocimiento.

Por otra parte, el modelo de niveles de razonamiento geométrico pro-
puesto por Van Hiele ha tenido una influencia significativa en la didactica de

la geometria. Este modelo plantea que los estudiantes avanzan progresiva-
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mente desde una comprension visual hacia formas mas abstractas de razona-
miento, lo cual implica la necesidad de adaptar las estrategias pedagdgicas a
cada nivel de desarrollo (Van Hiele, 1986).

A pesar de estos avances, la ensefianza de la geometria en Colombia
se evidencia un transito hacia practicas pedagogicas mas activas, visuales y
contextualizadas. El estudiante contempordneo requiere comprender, explo-
rar y aplicar, mas alla de memorizar procedimientos. En este sentido, el uso
de tecnologias, la resolucion de problemas reales y la atencion a los niveles
de razonamiento geométrico representan avances sustanciales en la didactica

matematica.

No obstante, el verdadero desafio no radica Uinicamente en reconocer
estas tendencias, sino en lograr que se consoliden de manera efectiva dentro
de las instituciones educativas. La geometria posee un enorme potencial para
desarrollar pensamiento logico, creatividad y lectura del espacio; aprovechar-
lo dependeré de la capacidad del sistema educativo para convertir la innova-

cion en practica permanente.

Educacion Primaria

El Desarrollo del pensamiento geométrico en las fases iniciales de la
educacion esta muy relacionado con el analisis de formas y conexiones espa-
ciales. En esta linea, Clements y Sarama (2009) afirman que la ensefianza de
la geometria durante la nifiez tiene que fundamentarse en la interaccién con

objetos y en el desarrollo de significados a partir de vivencias especificas.

A continuacion, se indica una red de categorias emergentes, que se ob-
tiene a partir del estudio de investigaciones realizadas en los programas de
Maestria y Doctorado en Educacion Matematica de la Universidad Antonio
Narifio y enfocadas en la ensefianza de la geometria en el nivel primario, se
muestra en la Figura 1. Esta red, que se ha desarrollado a través de un proce-
dimiento de codificacion cualitativa, posibilita la identificacion no solamente
de las categorias mas importantes, sino también de las conexiones estructu-

rales entre ellas.
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Figura 1 — Red de categorias emergentes del pensamiento geométrico en
Educacion Primaria

Fuente: elaboracion propia a partir de analisis de trabajos de grado programas de Maestria y
Doctorado en Educacion Matematica Universidad Antonio Narifio

Primero, se nota que el pensamiento geométrico en la etapa de prima-
ria se estructura alrededor de una categoria central con un enfoque experien-
cial, donde la visualizacion y el razonamiento espacial son los cimientos del
aprendizaje. Esta categoria estd muy relacionada con estudios que se ocupan
de como percibimos, exploramos y representamos objetos geomeétricos, lo que
demuestra que el desarrollo geométrico en este nivel se basa en procesos de
percepcion e intuicion.

En segundo lugar, se destaca la construccion de significado de términos
geométricos, especialmente los relacionados con el perimetro y el area, como
una categoria fundamental que conecta la experiencia con su formalizacion.
La investigacion analizada revela que estos conceptos no se aprenden instanta-
neamente, sino que necesitan procesos de reconstruccion conceptual gradual,

facilitados por actividades disefiadas con un proposito.

Igualmente, la categoria de relaciones geométricas, que abarca transfor-

maciones, semejanza y proporcionalidad, demuestra un progreso hacia formas
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de pensamiento mas complejas en las que los estudiantes empiezan a establecer
vinculos entre las estructuras y propiedades matematicas. No obstante, este de-
sarrollo no sigue un patron lineal; depende de las oportunidades de aprendizaje

que se ofrecen en el salon de clases.

Por otro lado, el hecho de que la demostracién intuitiva sea una categoria
emergente indica que en la educacidon primaria la argumentacion matematica
no se desarrolla todavia en términos formales; mas bien se presenta mediante
explicaciones que se apoyan en elementos perceptivos y visuales. Este descu-
brimiento es especialmente importante porque posibilita entender la demostra-

cion como un proceso que comienza en formas de validacion informales.

Finalmente, la resolucion de problemas se identifica como un eje trans-
versal que articula todas las categorias, actuando como mediador del apren-
dizaje geomeétrico. Las investigaciones coinciden en sefialar que es a traveés
de situaciones problematicas donde los estudiantes movilizan la visualizacion,

construyen significado y establecen relaciones geométricas.

La red de categorias muestra en su totalidad que el pensamiento geomé-
trico no se desarrolla en la educacion primaria de forma aislada, sino como un
sistema interconectado de procesos cognitivos. Sin embargo, también muestra
que no se ha hecho una transicion clara hacia formas de argumentacion mas or-
ganizadas. Esto indica que es necesario crear propuestas didacticas que enlacen

la visualizacidn, la construccion y la demostracion de manera gradual.

Educacion Secundaria

La transicion entre el pensamiento intuitivo y el formal en la educacion
secundaria ha sido identificada como problematica por varios estudios. Los
estudiantes, en particular, consiguen llevar a cabo construcciones geométri-
cas; sin embargo, tienen dificultades con la argumentacion y la demostracion
(Duval, 1999).

Este descubrimiento concuerda con estudios efectuados en Colombia,
que han demostrado que la ensefianza de la geometria no es capaz de afianzar
los procesos de validacién matematica y, por ende, perjudica la comprension

a fondo de los conceptos.
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La red de categorias emergentes se muestra en la Figura 2, y fue elabo-
rada mediante el andlisis de trabajos de grado de la Maestria y Doctorado en
Educacion Matematica, ofrecida por la Universidad Antonio Narifio. En la edu-
cacion secundaria, la organizacion de la red permite reconocer que la estructu-
ra del pensamiento geométrico es un sistema de procesos interconectados que

resulta mas complejo que en la educacion primaria.

Figura 2 — Red de categorias emergentes del Pensamiento Geométrico
en Educacion Secundaria

Fuente: elaboracion propia a partir de analisis de trabajos de grado Programas de Maestria y
Doctorado en Educacion Matematica Universidad Antonio Narifio

En primer lugar, el soporte de la actividad geométrica se mantiene a
través de la visualizacion y las representaciones. En secundaria, a diferencia
del nivel primario, estas practicas no se restringen a la percepcion; mas bien
funcionan como instrumentos cognitivos para examinar, prever y validar pro-
piedades geométricas. La existencia de investigaciones enfocadas en la visu-
alizacion muestra su funcion en la transicion hacia formas mas abstractas de

pensamiento.

En segundo lugar, la creacion de conceptos geométricos (como las pro-
piedades de las figuras o la geometria del espacio) indica que se estd avan-

zando hacia una formalizacion gradual. Los hallazgos muestran que los es-
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tudiantes pueden establecer relaciones y realizar generalizaciones, pero estas
construcciones dependen en gran medida del contexto de la tarea y de la

mediacion del docente.

Por otro lado, 1a solucion de problemas se presenta como el eje trans-
versal que une todas las categorias. La concentracion de investigaciones en
este enfoque indica que los estudiantes movilizan al mismo tiempo la visua-
lizacidn, la construccion y las relaciones geométricas especialmente en situ-
aciones problematicas—no rutinarias—, lo cual promueve aprendizajes con

mas sentido.

Sin embargo, la red muestra una tension significativa en la categoria de
argumentacion y demostracion. A pesar de que se estan logrando progresos en
la implementacion de demostraciones (incluidas las “sin palabras™) y en los
procesos de justificacion, persisten obstaculos para llegar a niveles formales de
validacion. Esta pauta indica que la ensefianza fomenta el trabajo de resolucion

y construccidn, aunque no siempre logra fortalecer la argumentacion deductiva.

Para finalizar, las relaciones geométricas (como la semejanza, la propor-
cionalidad y las transformaciones) sirven como un vinculo entre la exploracion
y la formalizacion, ya que requieren que el alumnado establezca invariantes y
coordine representaciones. No obstante, su entendimiento en profundidad tam-

bién depende de la incorporacion a procesos de argumentacion.

En conjunto, la red pone de manifiesto una ruptura entre construccion
y demostracion: los estudiantes resuelven y construyen con relativa solven-
cia, pero presentan limitaciones al justificar formalmente sus procedimientos.
Este hallazgo, consistente con la literatura, sefiala la necesidad de disefiar se-
cuencias didacticas que articulen explicitamente visualizacion, construccion
y demostracion, favoreciendo una progresion hacia formas de argumentacion

cada vez mas estructuradas.

La reestructuracion de la red categorial posibilita una interpretacion
mas nitida de las conexiones entre categorias, autores y palabras clave, lo
que demuestra que el pensamiento geométrico en la educacion secundaria se
organiza alrededor de procesos distintos pero interconectados, en los cuales

la solucién de problemas desempefia un rol articulador.
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Educacion Superior

La literatura ha indicado que hay fallas en la preparacion de los futuros
profesores en el area de geometria, sobre todo en el contexto universitario. De
acuerdo con Schoenfeld (1992), la instruccion de las matemadticas debe enfo-
carse en el desarrollo del razonamiento matematico, lo que significa fomentar

la argumentacion, solucionar problemas y reflexionar.

En esta linea, los estudios en programas de capacitacion docente mues-
tran que es necesario reforzar la conexion entre el conocimiento matematico

y el didactico.

La red de categorias emergentes, que resulta del estudio de investiga-
ciones de Maestria y Doctorado en Educacion Matematica en la Universidad
Antonio Narifio, se ilustra en la Figura 3. El pensamiento geométrico, a dife-
rencia de los niveles previos, se incorpora aqui en un marco mas extenso de
pensamiento matematico avanzado, que se distingue por procesos de valida-

cion, formalizacion y abstraccion.

Figura 3 — Red de categorias emergentes del Pensamiento Geométrico en
Educacion Superior

Fuente: elaboracion propia a partir de analisis de trabajos de grado Programas de Maestria y
Doctorado en Educacion Matematica Universidad Antonio Narifio

La categoria de formalizacion y abstraccion matematica muestra en pri-
mer lugar que el aprendizaje a este nivel se enfoca en construir estructuras

matematicas formales. Sin embargo, los estudios demuestran que este proceso
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no siempre conlleva una comprension profunda, y en numerosas ocasiones se

restringe a la implementacion de procedimientos.

En segundo lugar, la argumentacion y demostracion se convierten en el
principal medio para validar los conocimientos matematicos. No obstante, la
investigacion revisada muestra problemas continuos en la elaboracion de de-
mostraciones, lo que indica una débil conexion entre el razonamiento deducti-

vo y la comprension conceptual.

Por otro lado, la categoria de representaciones, que tiene su base en la
teoria de Duval, enfatiza lo relevante que es armonizar diversos registros se-
mioticos para entender las matematicas. Este elemento es fundamental para

avanzar hacia niveles de pensamiento mas complejos.

Ademas, el paso de la educacion secundaria a la universidad se presenta
como un periodo decisivo, marcado por quiebres cognitivos que impactan la

comprension de los conceptos matematicos.

Por ultimo, los métodos pedagogicos en la educacidon superior, espe-
cialmente en la capacitacion de maestros, demuestran que es necesario com-
binar la solucion de problemas, la historia de las matematicas y la reflexion
pedagogica.

En conjunto, la red muestra que el pensamiento matematico en educa-
cion superior esta en medio de una tension entre la formalizacion y la com-
prension, lo que indica que hay una crisis en cOmo se ensefia las matematicas
avanzadas. Este descubrimiento subraya la importancia de propuestas peda-
gbgicas que conecten la visualizacidn, la construccion y la demostracion, ase-

gurando asi una evolucidn consistente del razonamiento matematico.

PROPUESTA DE MODELO PARA LA CONSTRUCCION DE
CONOCIMIENTO GEOMETRICO

En América Latina, la ensefianza tradicional de la geometria se ha cen-
trado en el enfoque procedimental y memoristico, restringiendo el Desarrollo
del pensamiento geométrico. Si bien autores como Tall (2013) han propuesto
diferenciar entre abstraccion estructural y abstraccion operacional, los resul-

tados de diferentes investigaciones doctorales desarrolladas en la Universidad
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Antonio Narifio evidencian que esta distincion resulta insuficiente para explicar
como los estudiantes construyen significados robustos y transferibles de los

conceptos geomeétricos.

El modelo que se plantea emerge de la evidencia empirica acumulada
de investigaciones relacionadas en la Maestria y el Doctorado en Educacion
Matematica de la Universidad Antonio Narifio, y se basa en el pensamiento
geometrico operacional. Este modelo se caracteriza por dos momentos interco-
nectados y recursivos que posibilitan la construccion genuina de conocimiento

geométrico a cualquier nivel educativo (ver Figura 8):

Figura 4 — Replanteamiento del proceso en la construccion del conceptos
geométricos (basado en Pérez, 2016)

Fuente: elaboracion propia a partir de Pérez (2016).

Etapa 1: Analisis

Los estudiantes analizan las disposiciones geométricas, detectan propie-
dades que no cambian, perciben relaciones estructurales (lados, angulos, para-
lelismo, semejanza, transformaciones) y determinan las condiciones que per-
miten mantener o cambiar magnitudes geométricas. Esta etapa pone en marcha
la visualizacion y la percepcion estructurada, constituyendo la base perceptivo-

-cognitiva del proceso.
Etapa 2: Razonamiento y Argumentacion

A partir del andlisis, los estudiantes movilizan operaciones creativas, ta-
les como la descomposicion, recomposicion, comparacion, subdivision, trans-
formacion y generalizacion, para resolver problemas no rutinarios. En esta fase

se producen argumentos geométricos que justifican las conclusiones, se dedu-
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cen propiedades y se construyen significados formales. El razonamiento ya no
es intuitivo sino deductivo y justificativo. Es en esta etapa donde emerge de

manera natural y significativa la deduccion de las férmulas aritméticas.

Estas dos etapas no son lineales ni secuenciales estrictas, sino que se re-
troalimentan continuamente mediante el pensamiento geométrico operacional,

favoreciendo la articulacion entre visualizacion, construccion y demostracion.

Por otro lado, estas dos etapas se articulan de forma recursiva y se poten-
cian cuando los problemas planteados son no rutinarios (tipo olimpico), pues
exigen que el estudiante genere sus propias estrategias y no aplique procedi-

mientos memorizados.

El aporte esencial de este modelo esta en la posibilidad de articular los
procesos cognitivos identificados en las redes de categorias emergentes de los

tres niveles de educacion analizados:
* Educacion Primaria

En la etapa de analisis se potencia la visualizacion y el razonamiento
espacial (categoria central de la red de primaria), mientras que en la de razona-
miento y argumentacion se potencia la demostracion intuitiva y la construccion
de significado de los conceptos basicos (perimetro, area, relaciones geométri-
cas). El modelo permite transitar de una geometria experiencial hacia una mas

estructurada, superando la fragmentacion curricular tipica de este nivel.
* En Educacion Secundaria

La tension que el modelo responde directamente es la que se da en la red
de categorias de secundaria: la ruptura entre construccion y demostracion. La
combinacion de analisis y razonamiento-argumentacion permite pasar del pen-
samiento intuitivo al formal, fortaleciendo la argumentacion y la justificacion
deductiva sin perder el soporte visual. De este modo se facilitara la resolucion
de problemas no rutinarios y se reducird la brecha entre representaciones y va-

lidacion formal.
* En Educacion Superior

El modelo ayuda en la formacion docente y en los cursos de geometria

avanzada a realizar la formalizacion y abstraccion manteniendo al mismo tiem-
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po una comprension profunda. En la etapa de razonamiento y argumentacion se
desarrollan competencias de demostracion rigurosa y reflexion metacognitiva,
fundamentales para futuros docentes. Apoya también la transicion secundaria-
-universidad al hacer explicitos los procesos que vinculan la visualizacién con
la argumentacion formal, aspecto critico que se detecta en la red de categorias

de este nivel.

En resumen, el presente modelo provee un marco tedrico-practico cohe-
rente, que trasciende los enfoques tradicionales y responde a los desafios iden-
tificados en la produccidon académica latinoamericana como la fragmentacion
curricular, la poca articulacion entre teoria y practica y la necesidad de desar-
rollar un pensamiento geométrico robusto y flexible. El uso de secuencias de
actividades basadas en problemas no rutinarios es una herramienta muy potente
para fortalecer la ensefianza de la geometria en los distintos niveles educativos

de la region.

CONSIDERACIONES FINALES

A través del tiempo se ha demostrado que la construccion de concep-
tos matematicos en el ambito escolar colombiano se continia ensefiando bajo
los mismos planteamientos de la educacion tradicional, donde el estudiante se
considera un individuo que capta informacion y memoriza férmulas para dar
respuestas a ejercicios sin saber el por qué lo esta haciendo.

Con base en estos cuestionamientos los estudiantes en todos los niveles
escolares no estan aprendiendo a razonar ni mucho menos construyen significa-
do apropiado para el concepto, por lo que se busca que los nuevos profesores en
formacion y a través de la lineas de investigacion ofrecidas en diferentes insti-
tuciones educativas, propongan una transformacion del enfoque que incide en
el modo de pensar de los estudiantes, con respecto a la construccion de signifi-
cado robusto del conceptos matematicos, en la cual se conviertan en individuos

mas activos, mas creativos y mas analiticos.

Es de esta forma, si las escuelas llevan una practica diferente de ensenar
por medio de solucidon de problemas no rutinarios y teniendo en cuenta el le-

gado historico de las matematicas y procesos de visualizacion, los estudiantes
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inician sus procesos de razonamiento y construyen su conocimiento en lugar
de reducirse a memorizar sin comprender. Por lo cual se recomienda, que en las
instituciones educativas se planteé el trabajo escolar en términos de promover
el pensamiento geometrico, por medio de actividades que reten al aprendizaje

autonomo.

Por lo anterior la ensefianza de la geometria en Colombia se encuentra
en un proceso de transformacion que busca responder a las necesidades de una
educacion mas pertinente y significativa. Las tendencias actuales evidencian
un cambio hacia enfoques centrados en el estudiante, el uso de tecnologias y
la conexi6n con la realidad. No obstante, es fundamental continuar fortale-
ciendo la formacidon docente y garantizar el acceso a recursos que permitan
implementar estas propuestas de manera efectiva. En este sentido, la geome-
tria se consolida como un espacio clave para el desarrollo del pensamiento

critico y la comprension del entorno.

El modelo propuesto es este capitulo constituye un aporte relevante al
ofrecer una articulacion coherente entre procesos cognitivos fundamentales,
permitiendo superar la fragmentacion curricular y fortalecer la relacion de

entre teoria y practica.

Finalmente, futuras investigaciones deberan profundizar en la validaci-
on empirica del modelo en distintos contextos educativos latinoamericanos,
asi como en su implementacion en la formacion inicial de profesores de ma-

tematicas.
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CAPITULO 6

O ensino exploratorio da homotetia: uma
experiéncia de pratica profissional de
futuros professores de matematica

Resumo: Este capitulo apresenta uma perspectiva sobre o ensino da Geometria
na Costa Rica, a partir de uma experiéncia de pratica profissional de futuros
professores de Matematica. Analisa-se uma tarefa exploratoria para introduzir
a homotetia no oitavo ano, mediante o uso de um projetor caseiro. Com uma
abordagem qualitativaeinterpretativa, examinam-se o planejamento e orelatério
reflexivo da experiéncia. Os resultados evidenciam o potencial de articular
visualizacdao, manipulacao e discussao para construir significados geométricos,
bem como o valor da pratica profissional na formacao inicial docente.

Palavras-chave: Homotetia. Ensino exploratério. Geometria. Formacgao inicial
docente.

Resumen: Este capitulo presenta una mirada sobre la ensefianza de la
Geometria en Costa Rica, a partir de una experiencia de practica profesional
de futuros profesores de Matematica. Se analiza una tarea exploratoria para
introducir la homotecia en octavo afio, mediante el uso de un proyector casero.
Desde un enfoque cualitativo e interpretativo, se examinan el planeamiento y
el informe reflexivo de la experiencia. Los resultados muestran el potencial de
articular visualizacién, manipulaciéon y discusion para construir significados
geomeétricos, asi como el valor de la practica profesional en la formacion inicial
docente.

Palabras-clave: Homotecia. Ensefianza exploratoria. Geometria. Formacion
inicial docente.
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INTRODUCAO

O ensino da Geometria constitui um campo relevante para a forma-
cdo matematica escolar, pois favorece processos de visualizacao, repre-
sentacao, argumentacao, construcao e analise de relacdes entre objetos
geométricos. No contexto costarriquenho, o Programa de Estudo de Ma-
temdtica propoe que a Geometria seja compreendida a partir das carac-
teristicas das figuras, das relacoes entre elas, da modelagem geométrica,
da visualizacdo espacial e do movimento das formas geométricas (MEP,
2012). Essa orientagdo curricular permite situar o ensino geométrico para
além do reconhecimento estatico de figuras, valorizando a exploracao de
relagoes, transformacoes e propriedades.

Apesar dessa orientacao, a literatura em Educacdao Matematica tem
indicado que o ensino da Geometria ainda enfrenta desafios associados a
abordagens centradas em defini¢cdes, desenhos, férmulas e procedimentos
mecanicos, o que pode limitar o desenvolvimento do raciocinio geomeétrico
e a construcao de significados matematicos (Labra Pefia & Vanegas Ortega,
2022; Rabanedo et al., 2023). No caso da homotetia, esse desafio torna-se
particularmente relevante, pois o conteido pode ser reduzido a ampliacao
ou reducao de figuras, sem explorar suficientemente as relagdes de pro-
porcionalidade, semelhanca, correspondéncia entre elementos homologos

e analise de invariantes.

Na Costa Rica, a homotetia é abordada no oitavo ano, no ambito das
transformacoes no plano, associada ao reconhecimento de pontos, seg-
mentos e dngulos homologos, bem como ao tragado e a identificacdao de
figuras homotéticas (MEP, 2012). Trata-se, portanto, de um objeto geo-
meétrico escolar que exige articular visualizagcdo, medicao, representacao,
comparacao e argumentac¢do. Nessa dire¢do, propostas de ensino que par-
tem de situacOes visuais e manipulativas podem contribuir para que os
estudantes construam significados antes da formalizagdo conceitual.

O ensino exploratorio oferece uma perspectiva pertinente para esse tra-

balho, ao compreender a aula de Matematica como um espago no qual os
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estudantes interpretam situacoes, ensaiam estratégias, formulam conjecturas,
comunicam ideias e participam da sistematizacdo do conhecimento. Como
destaca Ponte (2010), considerar a Matematica como uma atividade conduz
a valorizar processos de exploracdo e investigacdo. Assim, uma tarefa sobre
homotetia pode favorecer o transito entre a observagcdao de um fenémeno, a
comparagao entre figuras, a identificacdo de relacdes proporcionais ¢ a for-
malizac¢do de conceitos como razdo de homotetia, centro, pontos homoélogos

e figuras homotéticas.

Este capitulo tem como propodsito analisar uma experiéncia de pratica
profissional desenvolvida por trés futuros professores de Matematica, estudan-
tes de uma carreira de Educagdo Matematica de uma universidade publica da
Costa Rica. A experiéncia consistiu no planejamento e na implementacdo de
uma tarefa exploratoria para introduzir o tema da homotetia com estudantes do
oitavo ano, mediante o uso de um projetor caseiro ¢ de perguntas orientadas a

analise da relacdo entre uma figura original e sua projecao.

O texto esta organizado em torno de uma fundamentacao sobre a homote-
tia como objeto geométrico escolar, principios didaticos para seu ensino, o en-
sino exploratorio como enfoque para a construcao de significados em Geome-
tria e a pratica profissional na formacgdo inicial de professores de Matematica.
Em seguida, apresenta-se a metodologia, os principais resultados organizados
em trés categorias de analise e, por fim, uma discussao final com conclusoes e

questdes abertas para futuras investigagdes.

A HOMOTETIA COMO OBJETO GEOMETRICO ESCOLAR

O Programa de Estudo de Matemdtica do Ministério da Educacao Pu-
blica da Costa Rica (MEP) constitui uma reforma curricular orientada a
fortalecer a formagdao matematica escolar desde o I e II Ciclos da Educacao
Primaria até o III Ciclo da Educagdo Geral Basica e a Educacdo Diversifica-
da. Seu enfoque principal sustenta-se na resolucao de problemas, particu-
larmente em contextos reais, fisicos, sociais e culturais, ou em situagoes
que possam ser imaginadas pelos estudantes. Nesse sentido, o curriculo
prop0Oe superar uma organiza¢ao do ensino centrada na exposicao abstra-
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ta de conteudos, para favorecer uma media¢do na qual os novos conheci-
mentos sejam introduzidos mediante problemas, trabalho estudantil inde-
pendente, discussao interativa e fechamento ou clausura matematica. De
acordo com o MEP, “a estratégia assumida se propoe fundamentar pedago-
gicamente a passagem do concreto ao abstrato” (Ministerio de Educacion
Publica [MEP], 2012, p. 14, traducao propria).

A partir dessa perspectiva, o curriculo costarriquenho nao se organi-
za apenas como uma lista de contetidos, mas como uma proposta articu-
lada por conhecimentos matematicos, habilidades especificas, habilidades
gerais e processos matematicos. O programa estrutura-se em cinco areas
matematicas: Niimeros, Geometria, Medidas, Relacdes e Algebra, e Estatisti-
ca e Probabilidade. Essas areas sdao desenvolvidas de maneira progressiva
desde a Educagao Primaria até a Educacao Secundaria, o que fortalece a
integracao vertical do plano de estudos e permite que determinados obje-
tos matematicos sejam retomados com distintos niveis de profundidade ao
longo da escolaridade.

Nesse marco, a Geometria ocupa um lugar particular na formacao
matematica escolar. O MEP a define como a area referente “ao estudo das
caracteristicas das figuras geométricas e das relacdes entre elas, a mode-
lagem geométrica e a visualizagao espacial” (MEP, 2012, p. 21, tradugao
propria). Essa area busca potencializar processos de visualizacao, classi-
ficacdo, construcao e argumentacdo, além de sublinhar o movimento das
formas geométricas. Portanto, a Geometria ndo se reduz ao reconhecimen-
to estatico de figuras, propriedades ou formulas, mas é concebida como
um espaco curricular para analisar relacoes, transformagdes, representa-
¢coes e movimentos de objetos geométricos.

Essa concepcao € especialmente relevante para o estudo das trans-
formagdes no plano, entre as quais se situa a homotetia. Na sintese tema-
tica do programa, o MEP destaca a introducao da Geometria com énfase
na visualiza¢ao espacial, no movimento de objetos, nas coordenadas e em
sua relacdo com a Algebra, com o propésito de estimular o raciocinio, a
argumentacdo e a compreensdo dinamica dos objetos geométricos (MEP,
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2012, p. 12). A partir dessa orientacao, a homotetia pode ser compreendi-
da como um objeto geométrico escolar que articula visualizag¢ao, propor-
cionalidade, semelhanga, movimento, representacao no plano cartesiano e
andlise de relacoes entre figuras.

Curricularmente, a homotetia situa-se na area de Geometria do oita-
vo ano, correspondente ao Terceiro Ciclo da Educacgado Geral Basica. Na ta-
bela de conhecimentos do programa, para o oitavo ano, incluem-se, dentro
da Geometria, os conhecimentos associados as Transformagdes no plano,
especificamente: homotetias, pontos homadlogos e segmentos homadlogos.
Nesse mesmo nivel, articulam-se outros conhecimentos geométricos pro-
ximos, como semelhanga, congruéncias e teorema de Tales, o que mostra
que o tratamento da homotetia se vincula a relagcbes métricas, proporcio-
nalidade e correspondéncia entre figuras.

As habilidades especificas propostas pelo curriculo para esse contet-
do orientam o estudo da homotetia a partir de trés acoes fundamentais. Em
primeiro lugar, espera-se que os estudantes possam tracar em um plano
cartesiano a figura obtida ao submeter um poligono dado a uma homote-
tia. Essa habilidade situa a homotetia como uma transformacao geométri-
ca que pode ser representada e construida em um sistema de coordenadas.
Nao se trata apenas de reconhecer uma figura ampliada ou reduzida, mas
de produzir a imagem homotética de um poligono, considerando as rela-
coes entre o centro, a razdo de homotetia e os pontos da figura original.

Em segundo lugar, o curriculo propde a habilidade de reconhecer
pontos, angulos e lados homadlogos de um poligono e do poligono resultan-
te da aplicacao de uma homotetia. Essa habilidade introduz uma dimensao
relacional do objeto geométrico: a homotetia ndo apenas transforma uma
figura em outra, mas estabelece correspondéncias entre seus elementos.
Por isso, o reconhecimento de pontos homoélogos, segmentos homdlogos e
angulos homoélogos € central para compreender o que muda e o que per-
manece invariante na transformacdo. Em termos escolares, esse aspecto
permite discutir a conservacao da forma, a proporcionalidade dos compri-
mentos e a relacdo entre a figura original e sua imagem.
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Em terceiro lugar, o MEP propoe que os estudantes possam reconhe-
cer pares de figuras homotéticas no plano de coordenadas. Essa habilidade
amplia o estudo desde a construcao de uma imagem até a identificacao e
justificacao de relacbes homotéticas entre figuras ja dadas. Nesse caso, a
analise requer reconhecer se duas figuras podem ser vinculadas mediante
uma homotetia, identificar correspondéncias entre seus pontos e analisar
se existe uma razdao comum que explique a transformacao.

As indicagdes pontuais do programa sugerem introduzir o tema me-
diante uma situacao de projecao: uma fonte de luz ilumina a figura de um
barco e projeta uma sombra de maior tamanho sobre uma parede. A partir
dessa situacdo, propdem-se perguntas orientadas a identificar elementos
invariantes, relagdes métricas entre lados e angulos, e relagdes entre as
distancias da fonte de luz a figura e da figura a sombra. Essa proposta evi-
dencia uma entrada didatica coerente com o enfoque curricular, pois inicia
a partir de uma situacao visual e contextualizada para construir progressi-
vamente o conceito de homotetia.

O mesmo programa propde que, na etapa de fechamento, seja pos-
sivel formalizar o conceito de homotetia utilizando uma fonte de luz para
iluminar um objeto na parede da sala de aula, modificando a distancia
entre a fonte de luz e o objeto para observar as mudancas produzidas na
sombra. Nesse contexto, o MEP assinala a importancia de dialogar sobre
quais elementos permanecem invariantes e quais ndao, bem como de me-
dir as distancias entre a 1Ampada, o objeto e a sombra, e comparar essas
distancias com o comprimento do objeto e de sua sombra. Essa orientagao
permite estabelecer que a razao entre distancias corresponde a razao en-
tre comprimentos, favorecendo uma compreensao geomeétrica e métrica

da homotetia.

Desse modo, a homotetia aparece no curriculo costarriquenho como
um objeto geométrico escolar com dupla natureza. Por um lado, é uma
transformacao do plano que pode ser estudada do ponto de vista da cons-
trucdo geométrica e da representagdo cartesiana. Por outro lado, é um meio
para articular relacdes de semelhanca, proporcionalidade, correspondén-
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cia entre elementos homodlogos e analise de invariantes. Essa dupla natu-
reza faz com que seu ensino requeira tarefas que mobilizem visualizacao,
medicdo, argumentacao e representacao.

Consequentemente, o estudo escolar da homotetia no oitavo ano
oferece um cenario privilegiado para trabalhar processos matematicos
transversais propostos pelo curriculo: raciocinar e argumentar, formular e
resolver problemas, comunicar, conectar e representar. A situacao de pro-
jecdo sugerida pelo MEP permite, por exemplo, conectar a Geometria com
fendmenos visuais da vida cotidiana; representar relacées mediante figu-
ras, medidas e coordenadas; comunicar conjecturas sobre o que muda e o
que permanece; e argumentar por que duas figuras podem ser considera-
das homotéticas.

Assim, a partir do marco curricular costarriquenho, a homotetia nao
deveria ser abordada apenas como uma definicdo formal ou como uma téc-
nica de tracado no plano cartesiano. Seu tratamento escolar supoe gerar
condigOes para que os estudantes explorem relacdes entre figuras, obser-
vem transformacdes, mecam distancias, comparem comprimentos, identi-
fiquem correspondéncias e formalizem progressivamente as ideias de cen-
tro, razdo, pontos homoélogos, segmentos homadlogos e figuras homotéticas.
Essa leitura curricular justifica a pertinéncia de desenhar experiéncias de
ensino exploratdrio, como a desenvolvida por futuros professores de Ma-
tematica durante sua pratica profissional, nas quais o objeto geométrico
é introduzido a partir de uma situagdo concreta de proje¢do para avangar
em direcao a sua institucionalizacao matematica.

PRINCIPIOS DIDATICOS PARA O ENSINO DA HOMOTETIA

O ensino da homotetia apresenta desafios importantes para a didati-
ca da Geometria, especialmente quando se pretende superar abordagens
centradas em defini¢des, tracados mecanicos e procedimentos descon-
textualizados. Estudos como os de Labra Pefia e Vanegas Ortega (2022),
Aguilera Moraga et al. (2025) e Rabanedo et al. (2023) permitem compre-
ender a homotetia como um objeto geométrico que envolve visualizacgao,
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construcao, representacdo, proporcionalidade, semelhanga e argumenta-
cdo. Assim, ensinar homotetia ndo consiste apenas em mostrar como uma
figura aumenta ou diminui de tamanho, mas em criar condi¢des para que
os estudantes compreendam as relacdes geométricas que sustentam essa
transformacao.

Um primeiro principio didatico consiste em evitar o reducionismo
procedimental. Labra Pefia e Vanegas Ortega (2022) advertem que uma
abordagem tradicional da Geometria tende a privilegiar “a memorizagao
de formulas, defini¢cOes, teoremas e propriedades apoiadas em construgoes
mecanicas e descontextualizadas” (p. 95). De modo semelhante, Aguilera
Moraga et al. (2025) indicam que a aprendizagem da homotetia pode ser
afetada por metodologias baseadas na “memorizacao mecanica e repeti-
cao procedimental, em vez da compreensao conceitual” (p. 1). Esses apon-
tamentos reforcam a necessidade de tratar a homotetia como um objeto de
compreensao geomeétrica, e ndo apenas como uma técnica de construgao
ou calculo.

Um segundo principio refere-se a importancia de partir de situa-
cOes exploratorias, visuais e contextualizadas. Labra Pefia e Vanegas Orte-
ga (2022) mostram que o raciocinio geométrico pode ser fortalecido por
meio de sequéncias didaticas apoiadas em recursos manipulativos, recur-
sos virtuais e trabalho colaborativo. Em seu estudo, os avangos dos estu-
dantes foram associados aos “recursos manipulativos e virtuais utilizados,
ao trabalho colaborativo entre os estudantes e a sequenciacdo das ativida-
des trabalhadas” (p. 93). Essa perspectiva é especialmente relevante para
propostas que utilizam situacdes perceptiveis, como projecdes, sombras
ou ampliag¢des, pois permitem observar relacées entre uma figura original,

sua imagem, as distancias envolvidas e o fator de ampliagao.

No entanto, a exploracao visual nao deve ser entendida como um fim
em si mesma. Ela precisa ser conduzida didaticamente para que os estu-
dantes avancem da percepcao inicial para a andlise de propriedades. No
caso da homotetia, isso implica reconhecer o centro de homotetia, a razao,
os pontos homélogos, os segmentos homdlogos, os dngulos homologos e
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as relacoes de proporcionalidade. A tarefa exploratdria, portanto, deve fa-
vorecer acdes como observar, comparar, medir, conjecturar, justificar e ins-
titucionalizar.

Um terceiro principio consiste em organizar sequéncias progressivas
de tarefas. Aguilera Moraga et al. (2025), a partir da teoria dos Espagos de
Trabalho Matematico, destacam que as tarefas permitem ativar o trabalho
matematico por meio de representacdes, artefatos, visualizacao, constru-
cdo e validacao. Nessa perspectiva, uma tarefa ndao é apenas um exercicio,
mas um meio para promover raciocinio matematico. O valor didatico da
atividade nao esti somente no recurso utilizado, mas na forma como seus
momentos sdo organizados para conduzir de uma situacdo contextual a
formalizacdo matematica.

Outro principio importante é o uso intencional de artefatos manipu-
lativos e digitais. Labra Pefia e Vanegas Ortega (2022) mencionam o uso
do pantégrafo, da camara escura e do GeoGebra como recursos que favo-
recem a formulacdo de conjecturas e argumentagdes no estudo da homo-
tetia. Aguilera Moraga et al. (2025) também ressaltam o papel do GeoGe-
bra como ferramenta dinamica para explorar relagdes entre visualizagao,
construcao e propriedades. Desse modo, os recursos nao devem ser vistos
apenas como elementos motivacionais, mas como mediadores do pensa-
mento geomeétrico.

Também é fundamental articular a homotetia com outros saberes ge-
ométricos. Rabanedo et al. (2023) indicam que a homotetia costuma ser
ensinada como um caso particular da semelhanga ou de maneira muito
limitada, o que enfraquece seu sentido na Geometria escolar. Por isso, de-
fendem que seu estudo ndo ocorra “de forma isolada e desarticulada de
outros conhecimentos”, mas em relacao com isometrias, semelhanca e teo-
rema de Tales (p. 14). Essa articulacao permite compreender a homotetia
como um objeto que conecta transformacgdes no plano, proporcionalidade,
relagdes métricas e representacao.

Um principio adicional relaciona-se com o ensino baseado em per-

guntas. Rabanedo et al. (2023) propdem, por exemplo, a pergunta: “Por
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que uma fotocopiadora pode realizar a ampliacao e reducao de uma ima-
gem conservando suas caracteristicas?” (p. 14). Esse tipo de questiona-
mento recupera a razao de ser da homotetia, ao situa-la como resposta
matematica a um fendmeno de ampliacao ou redugdo com conservagao de
relacdes. No contexto escolar, perguntas dessa natureza podem abrir espa-
co para que os estudantes interpretem fendomenos, formulem hipoteses e
avancem para explicacoes geométricas.

Por fim, destaca-se a necessidade de institucionalizar progressiva-
mente o conhecimento geométrico construido. As situacdes exploratorias
requerem um fechamento matematico que permita transformar observa-
coes empiricas em defini¢des, propriedades e relagdes formalizadas. Nes-
se ponto, a orientacao curricular do MEP (2012) € pertinente ao propor,
para o oitavo ano, o estudo da homotetia no marco das transformagoes no
plano, incluindo o reconhecimento de pontos, angulos e lados homdlogos,
bem como a articulagdo com semelhanca e congruéncia. O proprio progra-
ma indica aimportancia de promover “uma atitude perseverante e ativa do
estudante” e de utilizar “perguntas geradoras que encaminhem a compre-
ensdo dos conceitos” (MEP, 2012, p. 310).

Em sintese, a literatura revisada permite orientar o ensino da homo-
tetia a partir de alguns principios centrais: superar o tratamento procedi-
mental; iniciar por situagdes visuais e exploratorias; organizar sequéncias
progressivas; utilizar artefatos como mediadores; articular a homotetia
com outros saberes geométricos; ensinar mediante perguntas; e institu-
cionalizar as relacbes matematicas construidas. Esses principios oferecem
uma base para pensar propostas de ensino da homotetia voltadas a com-
preensao geométrica e a construcdo progressiva de significados.

0 ENSINO EXPLORATORIO COMO ENFOQUE PARA A CONSTRUCAO
DE SIGNIFICADOS EM GEOMETRIA

O ensino exploratoério constitui uma perspectiva didatica que permi-
te compreender a aula de Matematica como um espaco de producao, dis-
cussao e sistematizacao de significados. Nessa perspectiva, o conhecimen-
to matematico nao é apresentado apenas como um produto acabado, mas
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como resultado de uma atividade na qual os estudantes interpretam situa-
coes, ensaiam procedimentos, formulam conjecturas, comunicam racioci-
nios e participam de processos de formalizacdo. Ponte (2010) adverte que
ensinar Matematica como um “produto acabado” tem sido problematico
para diferentes geragdes de professores, razdo pela qual uma ideia central
das abordagens alternativas consiste em “considerar a Matematica como
uma atividade”, o que conduz a valorizacao da exploracao e da investigagao
de situagoes.

Nesse enfoque, explorar e investigar nao sao acdes acessorias, mas
formas préprias da atividade matematica. Para Ponte (2010), investigar
implica formular perguntas, produzir, analisar e refinar conjecturas, bem
como demonstrar e comunicar resultados. Além disso, o autor assinala que,
quando se busca compreender melhor uma situagao, esta-se explorando;
e, quando a pergunta é formulada com clareza e organiza o trabalho, cons-
titui-se um problema. Essa disting¢do é relevante para a aprendizagem geo-
métrica, pois muitos objetos da Geometria escolar podem ser introduzidos
a partir de situacOes visuais, manipulativas ou contextuais que precisam
ser exploradas antes de serem formalizadas.

O ensino exploratério organiza-se em torno de tarefas matematicas
cuidadosamente selecionadas. Martins, Mata-Pereira e Ponte (2021) as-
sinalam que essa perspectiva, proxima ao inquiry-based approach, deixa
“uma parte importante do trabalho de descoberta e de construcao do co-
nhecimento para que os estudantes a realizem” (p. 345). Essa ideia nao
diminui o papel docente, mas transforma sua funcao: o professor propoe
tarefas desafiadoras, acompanha o trabalho autonomo, identifica estraté-
gias, seleciona producdes relevantes e promove discussoes coletivas orien-
tadas para a sintese matematica.

Em termos de organizacdao da aula, Martins et al. (2021) descrevem
trés momentos: proposta de uma tarefa, trabalho autébnomo dos estudan-
tes e discussao coletiva com sintese final. Hartwig, Pozzobon e Gritzmann
(2025) ampliam essa estrutura ao se referirem a quatro etapas: introdu-
cdo da tarefa, resolucdo autdbnoma, discussao coletiva e sistematizacao das
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aprendizagens. Em ambos os casos, a tarefa ocupa um lugar estruturante,
pois define o tipo de atividade matematica que pode emergir, as interagdes
possiveis e as oportunidades para construir significados.

Essa perspectiva tem particular pertinéncia para a Geometria, cuja
aprendizagem exige articular visualiza¢do, representacao, construcao, lin-
guagem e argumentacao. Uma tarefa geométrica exploratdria deve permi-
tir que os estudantes transitem de uma percepcao inicial das figuras para
a analise de propriedades, relacdes e invariantes. No caso de contetidos as-
sociados a semelhanga, proporcionalidade e transformac¢des geométricas,
esse transito é especialmente importante, pois nao basta reconhecer que
uma figura muda de tamanho: é necessario identificar correspondéncias,
relacdes métricas e elementos que permanecem invariantes.

O uso de tarefas exploratérias também exige planejamento rigoro-
so. Martins et al. (2021) indicam que o professor deve antecipar resolu-
coes, prever dificuldades, estabelecer possiveis caminhos em direcao ao
objetivo de aprendizagem e organizar os tempos da aula. Essa preparagao
permite sustentar o desafio da tarefa sem substituir o trabalho intelectual
dos estudantes. Nessa mesma linha, Hartwig et al. (2025) assinalam que o
enfoque exploratério se diferencia de abordagens mais tradicionais pela
conducao da aula, pela selecao de tarefas e pelo envolvimento de estudan-
tes e professor.

No campo geométrico, Sousa, Sousa e Marins (2021) mostram como
uma proposta sobre semelhanca de figuras pode ser organizada a partir
do Ensino Exploratério de Matematica, apoiada em tecnologias digitais e
na antecipacdo de possiveis resolucoes. As autoras destacam que a elabo-
racdo do plano de aula permitiu considerar diferentes estratégias, proce-
dimentos, representacoes, dificuldades e agdes para a gestdao da aula. Essa
forma de planejamento contribui para que o objeto matematico nao seja
tratado apenas desde sua definigdo formal, mas a partir das formas pelas
quais pode ser representado, discutido e reconstruido pelos estudantes.

Além disso, Sousa et al. (2021) sustentam que, mediante o Ensino Ex-
ploratorio de Matematica, “os estudantes tém a possibilidade de ver surgir
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com significado os conhecimentos e procedimentos matematicos” (p. 472)
e, a0 mesmo tempo, desenvolver capacidades como a resolucao de pro-
blemas, o raciocinio matematico e a comunicacao matematica. Essa ideia
reforca que, em Geometria, a compreensao de um conceito é favorecida
quando as relagdbes matematicas emergem de uma atividade organizada,
discutida e posteriormente sistematizada.

Com base nisso, uma tarefa sobre homotetia pode ser entendida como
uma oportunidade para construir significado geométrico quando permite
observar, manipular, medir, comparar, representar e discutir. A exploragao
de uma projecdo, por exemplo, pode conduzir a analise do que muda e do
que permanece invariante; a comparacao de distancias pode abrir cami-
nho para a no¢ao de razao; e a discussao coletiva pode favorecer o transito
para uma linguagem geométrica mais precisa: centro, razdo de homotetia,
pontos homoélogos, segmentos homdlogos e figuras homotéticas.

Em sintese, o ensino exploratorio oferece um marco para interpretar
a construcao de significados geométricos a partir da atividade matemati-
ca dos estudantes e da mediacdo intencional do professor. Ponte (2010)
contribui com a base classica ao conceber a Matematica como atividade de
exploracao e investigacdo; Martins et al. (2021) caracterizam a organiza-
cdo e os desafios de uma aula exploratoria na formacao inicial; Hartwig et
al. (2025) evidenciam o valor das tarefas exploratorias em experiéncias de
docéncia; e Sousa et al. (2021) mostram seu potencial para o tratamento
de relagdes geométricas. Em conjunto, esses aportes fundamentam uma
abordagem da homotetia orientada a que os estudantes observem, repre-
sentem, argumentem e formalizem relacdes geométricas com sentido.

FOBMACAO INICIAL DE PROFESSORES DE MATEMATICA E
PRATICA PROFISSIONAL

A formacao inicial de professores de Matematica constitui um espago
fundamental para articular o conhecimento matematico, o conhecimento dida-
tico e a experiéncia situada de ensino. Nesse processo, nao basta que os futuros

professores dominem conteudos disciplinares; ¢ necessario construirem ferra-
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mentas para interpretar a aprendizagem dos estudantes, selecionar e elaborar
tarefas, antecipar dificuldades, gerir interacoes em sala de aula e refletir sobre
suas decisoes docentes. Desse modo, a formagao inicial deve criar oportuni-
dades para que o futuro professor aprenda a olhar a Matematica escolar como
objeto de ensino, reconhecendo seus significados, representacoes, dificuldades
e possibilidades de mediagao.

Diversos autores tém indicado que aprender a ensinar Matematica im-
plica desenvolver formas especializadas de conhecimento profissional. Llina-
res (1998) destaca que a formacgao do professor de Matematica requer atencao
aos processos pelos quais os futuros docentes constroem conhecimento sobre
o ensino ¢ a aprendizagem da Matematica. Na mesma dire¢ao, Ponte e Cha-
pman (2008) sustentam que o conhecimento profissional docente se desen-
volve em relacao com a pratica, as tarefas de ensino, a reflexao e os contextos
nos quais a docéncia € exercida. Por isso, a formacao inicial deve gerar expe-
riéncias que permitam aos futuros professores vincular teoria e pratica, nao
como dimensdes separadas, mas como componentes de uma mesma atividade

profissional.

A pratica profissional ocupa um lugar central nesse processo, pois colo-
ca o futuro professor diante da complexidade real do ensino. Nela, as decisdes
previstas no planejamento confrontam-se com as respostas dos estudantes, as
condigdes institucionais, os recursos disponiveis, a gestao do tempo e os im-
previstos proprios da sala de aula. Assim, a pratica profissional ndo pode ser
compreendida apenas como um espaco de aplicacao de conhecimentos pre-
viamente adquiridos, mas como um cenario de aprendizagem profissional no
qual saberes matematicos, didaticos e pedagdgicos sao ressignificados.

Cochran-Smith (2003) argumenta que a formagao docente deve supe-
rar modelos baseados na simples transmissdo de técnicas, promovendo uma
compreensao mais critica e reflexiva da pratica. No caso da formagao de pro-
fessores de Matematica, isso supOe analisar as tarefas propostas, as formas de
comunicacao matematica promovidas, as estratégias de mediacao utilizadas
e as oportunidades oferecidas aos estudantes para raciocinar, argumentar ¢
construir significados. Dessa forma, a pratica profissional converte-se em um
espaco para problematizar o ensino, € nao apenas para executa-lo.
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Nesse sentido, o planejamento e a implementacdo de tarefas matema-
ticas em contextos reais de sala de aula constituem uma oportunidade pri-
vilegiada para o desenvolvimento profissional inicial. A tarefa selecionada
pelo futuro professor expressa uma determinada compreensdo do conteudo,
da aprendizagem esperada e do papel dos estudantes na aula. Quando essa ta-
refa ¢ orientada por uma perspectiva exploratoria, como no caso do ensino da
homotetia por meio de uma situagdo de projecao, o futuro professor precisa
antecipar estratégias possiveis, prever erros, formular perguntas, selecionar
recursos, organizar a discussao coletiva e institucionalizar o conhecimento

construido.

A reflex@o sobre a pratica €, portanto, um componente indispensavel.
Jaworski (2008) assinala que o desenvolvimento profissional docente se forta-
lece quando os professores participam de processos de investigagdo sobre sua
propria pratica. Essa ideia ¢ especialmente importante na formagao inicial,
pois permite que os futuros professores aprendam a observar o que ocorre em
sala de aula, interpretar as produgdes dos estudantes, avaliar a pertinéncia de
suas decisoes e projetar melhorias. Em vez de conceber a pratica como uma
experiéncia final da carreira, ela ¢ assumida como uma instancia formativa
na qual se constroem identidade profissional e conhecimento didatico-mate-
matico.

A partir dessa perspectiva, experiéncias como o planejamento, a imple-
mentagdo e a analise de uma aula sobre homotetia permitem compreender a
pratica profissional como um espaco de articulagdo entre curriculo, conteudo
geométrico, tarefas exploratorias e reflexao docente. O futuro professor nao
apenas ensina um tema; aprende a tomar decisdes sobre como introduzi-lo,
como sustentar a atividade matematica dos estudantes e como transformar
uma experiéncia visual ou manipulativa em conhecimento geométrico insti-
tucionalizado. Consequentemente, a pratica profissional configura-se como
um cenario privilegiado para que futuros professores de Matematica desen-
volvam uma visao profissional sobre o ensino, a aprendizagem e a construcao

de significados matematicos em sala de aula.
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METODOLOGIA

A formulacado deste capitulo baseia-se em uma experiéncia pontual
desenvolvida por futuros professores de Matematica durante sua pratica
profissional, orientada ao ensino da homotetia na educa¢ao secundaria. O
proposito é descrever a proposta didatica, analisar aspectos de seu plane-
jamento e implementacao, e discutir as reflexdes profissionais elaboradas
pelos futuros professores a partir da experiéncia.

A proposta foi desenvolvida por trés futuros professores de Matema-
tica, estudantes de uma carreira de Educacdo Matematica de uma univer-
sidade publica da Costa Rica, no contexto de sua pratica profissional. Essa
experiéncia formativa vinculou-se ao planejamento e a implementacao de
uma aula sobre o ensino da homotetia para estudantes do oitavo ano, em
duas instituicdes educativas publicas do pais. O relatorio elaborado pelos
futuros professores indica que a experiéncia teve como objetivo documen-
tar e refletir sobre acertos, desafios e obstaculos associados a implementa-
cdo de uma tarefa exploratoria para introduzir o tema da homotetia.

A analise situa-se em um paradigma interpretativo, com uma abor-
dagem qualitativa, pois interessa compreender os significados didaticos
e profissionais que emergem da experiéncia. Os dados analisados provém
de duas fontes documentais: o planejamento da aula sobre a homotetia, no
qual sdo explicitadas tarefas, estratégias de solucao, perguntas de media-
cdo e possiveis dificuldades; e um relatorio reflexivo profissional, no qual os
futuros professores avaliam o planejamento, a implementacao e os alcan-

ces da experiéncia.

Para organizar os resultados, a andlise estrutura-se em trés cate-
gorias. A primeira, planejamento diddtico da tarefa exploratdria, permi-
te examinar as decisdes de planejamento que deram forma a proposta: a
situacdo inicial, os recursos, as perguntas de mediacao, os momentos de
trabalho e a antecipacdo de dificuldades. A segunda, construgdo de signifi-
cados geométricos, centra-se em como a experiéncia favorece o transito da
exploracdo visual e manipulativa para ideias proprias da homotetia, como
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razdo, pontos e segmentos homaélogos, semelhanga, proporcionalidade e
conservacao de relagdes. A terceira, reflexdo profissional sobre a prdtica,
considera as avaliacdes dos futuros professores sobre a implementacao, a
participacao estudantil, os ajustes realizados, as dificuldades encontradas
e as aprendizagens derivadas de ensinar Geometria em um contexto real
de sala de aula.

PRINCIPAIS RESULTADOS

Para apresentar os principais resultados, utilizam-se os cédigos
PN para referir-se ao Planejamento da proposta e RR para referir-se ao
Relatorio reflexivo. A analise segue a organizacao das trés categorias de-
finidas na metodologia.

Planejamento didatico da tarefa exploratoria

O planejamento da proposta mostra uma inteng¢ado clara de situar
o ensino da homotetia em uma organizacao curricular e didatica mais
ampla. No PN, a aula é situada no oitavo ano, na area de Geometria, com
énfase nas transformacdées no plano, particularmente homotetias, pon-
tos homodlogos e segmentos homédlogos. Além disso, articulam-se co-
nhecimentos relacionados a semelhanca de tridangulos, critérios de se-
melhancga e construcao de figuras semelhantes mediante homotetias de
razao maior ou menor que 1. Essa organizacao evidencia que a homote-
tia nao foi pensada como um conteudo isolado, mas vinculada a outros
conhecimentos geométricos do nivel. Na Figura 1, se apresenta uma in-
dicacdo metodoldgica sugerida pelo Programa de Estudo de Matematica
(MEP, 2012) contemplada no PN elaborado pelos futuros professores.

169



Ensino de Geometria na América Latina:
pesquisa, ensino e formacgao docente

Figura 1 - Indicagdo Metodolégica sugerida para o ensino da homotetia

Fonte: MEP (2012, pp. 308-309).

O planejamento também explicita conhecimentos preévios relevan-
tes, tais como simetria, perimetro e area de triangulos, representacao de
pontos e figuras no plano, e transformagdes como a translacgdo. Isso per-
mite interpretar que os futuros professores reconheceram a necessidade
de apoiar o novo contetildo em experiéncias geométricas anteriores dos es-
tudantes. Em termos didaticos, essa decisdo € importante porque a homo-
tetia requer mobilizar no¢des de correspondéncia, transformacao, repre-
sentacao e proporcionalidade. Na Tabela 1 apresenta uma sintese dos dez
aspectos contemplados no PN elaborado pelos futuros professores para o
ensino da homotetia.
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Tabela 1 - Sintese do abordamento da homotetia no planejamento da proposta

Asp(?cto do Abordagem da homotetia no PN
planejamento
A proposta situa-se no oitavo ano, na area de Geometria,
Nivel escolar e area especificamente no estudo das transformacgdes no plano. A
curricular homotetia é abordada em articulagdo com pontos homdlogos,
segmentos homologos e figuras homotéticas.
O planejamento considera conhecimentos anteriores como
Conhecimentos simetria, perimetro e area de tridngulos, representacdo de pontos
prévios mobilizados e figuras no plano cartesiano, e transformagdes geomeétricas
como a translagao.
Habilidades Sao contempladas habilidades relacionadas ao tracado de
curriculares figuras obtidas por homotetia, ao reconhecimento de pontos,

angulos e lados homdlogos, e a identificacdo de pares de figuras
homotéticas no plano de coordenadas.

A homotetia é relacionada a semelhanca de figuras, aos critérios
de semelhanca de tridngulos, a proporcionalidade e a construcao
de figuras semelhantes mediante razdoes maiores ou menores que

Articulacdao com
outros conteudos

geométricos 1
Tratamento O objeto matematico é apresentado como uma transformacgao
conceitual da geométrica determinada por um centro (O) e uma razao (k), que
h teti transforma uma figura plana em outra, conservando relagdes
omotetia

entre elementos correspondentes.

O planejamento busca tornar o conceito acessivel aos estudantes
Transposicao paraa | mediante a simplificacdo de termos técnicos, a identificacio de
matematica escolar conceitos-chave e o uso de expressdes proximas ao repertorio
escolar.

A homotetia é introduzida por meio de uma situacao exploratéria

Situacdo didatica o i i
envolvendo projecao de imagens, com o uso de um projetor

proposta caseiro, fonte de luz, caixa e figuras de cartolina.
As perguntas orientam a observacao do fendmeno de projecao, a
Perguntas de comparacdo entre figura original e figura projetada, a analise do
mediacgao que muda ou permanece invariante e a identificacao de relagdes

entre medidas, lados e angulos.

O planejamento prevé possiveis dificuldades relacionadas a
compreensdo do funcionamento do projetor,; a identificagdo do
centro e da razao de homotetia, ao reconhecimento de elementos
homdlogos e a articulagdo entre a situacdo concreta e o conceito
geométrico.

Antecipacao de
dificuldades

A proposta prevé um fechamento orientado a formalizacdo dos
Institucionalizacdo | conceitos de homotetia, razio de homotetia, pontos homoélogos,

esperada segmentos homologos, angulos homologos, homotetia direta e
homotetia inversa.

Fonte: elaboracdo propria com base no Planejamento da proposta (PN).

171



Ensino de Geometria na América Latina:
pesquisa, ensino e formacgao docente

No RR, a tarefa se concretiza mediante uma situacdo exploratoria
centrada no uso de um projetor caseiro, na Figura 2 se apresenta uma fo-
tografia do projetor caseiro elaborado e utilizado pelos futuros professo-
res. A proposta foi organizada em trés momentos: trabalho colaborativo
inicial, exploracdo com materiais concretos e institucionalizacao. No pri-
meiro momento, os estudantes respondiam a perguntas como: “Qual é a
finalidade de um projetor e como ele funciona?”, “E possivel construir um
projetor caseiro?” e “Havera algum conceito matematico que explique o
fendmeno da projecao?”. Essas perguntas cumprem uma funcao didatica
relevante: ndo introduzem imediatamente a definicdo de homotetia, mas
criam uma necessidade de explicagdo matematica a partir de uma situacao

visual e préxima.

Figura 2 - Projetor caseiro

Fonte: planejamento da proposta (PN).

O segundo momento apoiou-se em materiais concretos: uma fonte de
luz, uma caixa em forma de prisma retangular e figuras de cartolina. A fun-
cao desses materiais foi representar os componentes de um projetor caseiro
e permitir que os estudantes observassem a relacdo entre a figura original e
sua proje¢do. Nessa fase, as perguntas orientaram-se para comparar as figu-
ras, analisar o que ocorre ao aproximar ou afastar a fonte de luz e reconhecer

relagdes entre lados, medidas e angulos.

Do ponto de vista do planejamento, a tarefa responde a principios do
ensino exploratorio: parte de uma situagdo contextualizada, promove a mani-

pulacdo, incorpora perguntas de mediagao e prevé um fechamento de institu-
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cionalizacdo. No entanto, a andlise também mostra que o planejamento apre-
sentou uma tensdo propria desse tipo de proposta: articular uma experiéncia
fisica de projecao com um conceito geométrico formal. Essa tensdo aparece
na antecipac¢do de dificuldades, pois os futuros professores previram que al-
guns estudantes poderiam nao compreender o funcionamento do projetor ou

nao relacionar a atividade com conceitos como centro € razao de homotetia.

Nesse sentido, o planejamento ndo se limita a uma atividade motiva-
dora. A tarefa procura sustentar um transito da experiéncia sensivel para a
formalizagdo geométrica. O planejamento da aula e o relatorio permitem ob-
servar que os futuros professores tomaram decisdes sobre recursos, pergun-
tas, organizacao do trabalho, antecipagao de erros e fechamento matematico.
Isso constitui um primeiro resultado relevante: a proposta revela um esforgo
para planejar um ensino da homotetia que se afasta da exposi¢do direta e se

aproxima de uma construc¢ao exploratoéria do conteudo.
Construcado de significados geométricos

No PN, o objeto matematico é definido como uma transformacao
geométrica gerada a partir de um ponto fixo chamado centro (0), na qual
uma figura plana se transforma em outra segundo uma constante (k),
denominada razao de homotetia. Também se distinguem casos de homo-
tetias diretas e inversas, e vincula-se a homotetia a semelhanca, por meio
da proporcionalidade dos lados e da congruéncia dos angulos homélogos.

Essa transposicao do conteiudo formal para uma Matematica
escolar mostra uma preocupa¢ao em tornar o conceito acessivel aos
estudantes. No PN, indica-se que foram simplificados termos técnicos,
identificados conceitos-chave e utilizadas expressdes familiares para
favorecer a compreensao do conceito de homotetia. Essa decisao €
importante porque a homotetia possui varios componentes simultaneos:
centro, razdo, pontos homdlogos, segmentos homodlogos, orientacao,
ampliacao, reducao e semelhanca.

No RR, a construcao de significado desenvolve-se por meio da pro-
jecdo. Primeiro, os estudantes observam o comportamento das figuras
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projetadas; depois, comparam a figura original com a figura projetada;
posteriormente, medem distancias e comprimentos; e, por fim, orien-
tam-se para a identificacdo de uma razao. Em particular, no momento 2.3,
propde-se um caso em que a figura geométrica é colocada exatamente na
metade da distancia entre a fonte de luz e a parede, trabalhando-se uma
razao (k=2). A partir dessa configuragao, solicita-se comparar lados, me-
didas e angulos entre a figura original e a figura projetada. Na Figura 3,
observa-se o uso do projetor pelos estudantes durante a exploracao das
imagens projetadas no quadro da sala de aula.

Figura 3 - Momento exploratdrio no uso do projetor de imagens

Fonte: relatorio reflexivo dos futuros professores (RR).

Essa organizacao favorece que a ideia de razao ndo apareca apenas
como um dado numérico, mas como uma relacao entre distancias e tama-
nhos. A medicdo da distancia da fonte de luz a figura, da figura a projecao e
dos comprimentos correspondentes permite que os estudantes associem
o aumento de tamanho a uma relagdo proporcional. No relatorio, indica-se
que se pretendia concluir que, quando a figura original se encontra a mes-
ma distancia da projecao e da fonte de luz, a projecao duplica o tamanho
da figura original.

Desde uma perspectiva interpretativa, esse resultado mostra que a
tarefa permitiu introduzir a homotetia a partir de uma relacao geométrica

observavel. A sombra projetada funcionou como uma representacao ini-
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cial da figura homotética, enquanto a medicao permitiu avancar para uma
compreensao métrica da razdo. Diferentemente de um ensino centrado em
tracar pontos no plano cartesiano a partir de uma férmula, a proposta co-
locou os estudantes diante de um fendmeno que exigia comparar, conjec-
turar e justificar.

O RR indica que a abordagem pode ser classificada como descoberta
indutiva, pois os estudantes trabalharam com situag¢des especificas, valo-
res particulares de (k) e o comportamento das sombras segundo a dis-
tancia da fonte de luz, com a finalidade de chegar a uma generalizagao do
conceito de razao de homotetia e de figuras semelhantes. Essa interpreta-
cdo € coerente com a intencao exploratdria da proposta: parte-se de casos
particulares para construir relacdes mais gerais.

No entanto, a andlise também evidencia que a construcao de signifi-
cado nao foi linear. Alguns estudantes tiveram dificuldades para compre-
ender o funcionamento do projetor ou para relacionar a atividade com os
conceitos matematicos. Além disso, surgiram intervencdes espontaneas
vinculadas a Fisica ou a Biologia, o que desviou parcialmente a atencao
do tépico geométrico. Esse resultado € especialmente relevante, pois mos-
tra que uma tarefa contextualizada abre possibilidades de conexao, mas
também exige uma mediacao docente capaz de reconduzir as ideias para o

objeto matematico.

A institucionalizacdao aparece como um momento-chave. No RR,
os futuros professores indicam que o objetivo dessa fase era formalizar
e consolidar os conhecimentos obtidos durante a exploragao, transfor-
mando saberes pessoais em conhecimentos formais. Os conceitos a se-
rem institucionalizados foram homotetia, pontos homologos, segmentos
homdlogos, angulos homélogos, homotetia direta e inversa. [sso permite
interpretar que a tarefa nao ficou reduzida a uma experiéncia manipula-
tiva, mas buscou articular exploracao, discussao e formalizacao.

Em conjunto, esta categoria mostra que a proposta favoreceu uma
aproximacdo gradual a homotetia. Os estudantes puderam aproximar-se
do conceito mediante a observacao de projecoes, a anadlise de semelhancas,
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amedicao de distancias e a comparacao de relagdes. O principal aporte di-
datico da experiéncia foi permitir que a homotetia emergisse como expli-
cacdao matematica de um fen6meno visual, antes de ser apresentada como
definicao formal.

Reflexao profissional sobre a pratica

A terceira categoria permite interpretar as aprendizagens profissio-
nais dos futuros professores. No RR, a implementacao foi realizada em trés
turmas de oitavo ano: duas turmas com 27 estudantes cada uma e uma
turma com 15 estudantes. Essa diversidade de contextos conferiu a expe-
riéncia um carater situado, pois a tarefa nao foi pensada apenas em termos
abstratos, mas implementada em salas de aula reais, com grupos, condi-
coes e dinamicas diferentes.

Um dos resultados mais importantes refere-se a participacao estu-
dantil. O relatério indica que houve participacao ativa, discussao coletiva
e oportunidades para argumentar, conjecturar e discutir ideias entre pa-
res. Também se relata que alguns estudantes assumiram protagonismo
ao manipular os materiais propostos. Esse resultado permite interpretar
que o planejamento exploratério favoreceu uma dinamica de aula distin-
ta da aula expositiva: os estudantes ndo apenas observaram uma expli-
cacdo, mas interagiram com materiais, formularam ideias e participaram
da construc¢ao do significado.

As reacoes dos estudantes foram avaliadas como majoritariamente
positivas. Segundo o RR, os estudantes destacaram a utilidade das ativi-
dades praticas para compreender melhor o conceito de homotetia, e os
futuros professores perceberam um interesse inicial significativo, espe-
cialmente ao aplicar conceitos tedricos a exemplos praticos e manipu-
laveis. Essa avaliacao sugere que a tarefa conseguiu gerar envolvimento
estudantil e permitiu relacionar o conteido geométrico com uma expe-
riéncia concreta.

Entretanto, a reflexdo profissional também evidencia desafios. O re-
latério indica que algumas dificuldades levaram a realizagdao de ajustes
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em tempo real, como ampliar o tempo dedicado as explicagdes e as ativi-

dades. Também se identificou a necessidade de dar um tratamento epis-

temolégico prévio ao conceito de homotetia e de considerar sua aborda-

gem interdisciplinar, especialmente porque a projecdao de sombras pode

ativar conexdes com outras areas das ciéncias naturais. Esse aspecto é

relevante porque mostra que os futuros professores nao apenas descre-

veram o ocorrido, mas reconheceram condi¢gées para melhorar o plane-
jamento e a gestdo da tarefa.

Do ponto de vista da formacao inicial, a experiéncia permitiu que os
futuros professores tomassem consciéncia da complexidade de ensinar
Geometria em uma sala de aula real. Nas conclusdes do RR, eles assinalam
que a pratica foi uma aproximacao importante a realidade educativa, per-
mitiu desenvolver autonomia na tomada de decisoOes, estabelecer autori-
dade e respeito, e fortalecer habilidades pedagogicas como o planejamen-
to, a adaptacdo de contetidos e a avaliacdo formativa e somativa.

Além disso, os futuros professores reconheceram que a pratica lhes
permitiu enfrentar situacées proprias da sala de aula: diferencas indivi-
duais, problemas de disciplina, inclusdao educativa, adaptacao curricular,
condi¢des de infraestrutura, disponibilidade de recursos, acesso a tecno-
logia e dindmica particular do grupo estudantil. Isso amplia o alcance do
resultado: a experiéncia ndo contribuiu apenas para o planejamento de
uma tarefa sobre homotetia, mas também para a construcao de uma visao
profissional sobre o contexto escolar.

A reflexao dos futuros professores permite observar um desloca-
mento do planejamento ideal para a pratica situada. No PN, antecipam-se
papé€is, perguntas, habilidades e recursos; no RR, aparecem as respostas
reais dos estudantes, os ajustes, as dificuldades, os desvios tematicos e as
avaliacoes posteriores. Essa relacao entre planejamento e implementagao
constitui um aspecto central da pratica profissional: permite confrontar as
decisoOes didaticas com a complexidade da sala de aula e produzir conheci-
mento profissional a partir dessa confrontacao.

Em sintese, os resultados mostram que a experiéncia de ensino ex-
ploratorio da homotetia teve trés aportes principais. Primeiro, permitiu
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planejar uma tarefa contextualizada e manipulativa, articulada com habi-
lidades curriculares e perguntas de mediacdo. Segundo, favoreceu a cons-
trucao inicial de significados geométricos associados a razao, semelhanga,
pontos homologos, segmentos homologos e relacdes entre figura original
e figura projetada. Terceiro, gerou oportunidades de reflexao profissional
sobre o ensino da Geometria, a gestdo da aula e os desafios de implemen-

tar tarefas exploratorias em contextos reais.

DISCUSSAO FINAL

A experiéncia analisada permite sustentar que o ensino da homotetia ad-
quire maior sentido quando € organizado como uma atividade de exploracao,
discussao ¢ formalizacao progressiva. No curriculo costarriquenho, esse con-
teudo integra o estudo das transformagdes no plano e se articula com a visua-
liza¢do, o movimento de figuras, o reconhecimento de elementos homologos,
a proporcionalidade e a semelhanga. Nesse marco, a tarefa do projetor caseiro
constituiu uma entrada coerente com essa orienta¢ao curricular, pois partiu de
um fendmeno visual e manipulativo que exigia observar, comparar, medir e
explicar relagdes geométricas.

Essa forma de abordar a homotetia dialoga diretamente com uma
concepc¢ao curricular da Geometria que valoriza a modelagem geométri-
ca, a visualizagao espacial, a construcao e a argumentacao (MEP, 2012). A
proposta analisada mostra que essas orientacdes podem ser concretizadas
quando o conteudo geométrico é mobilizado para interpretar um fen6me-
no proximo aos estudantes. Assim, a homotetia deixa de ser apenas uma
técnica de ampliacdo ou reducao de figuras e passa a ser compreendida
como uma transformacao que envolve centro, razao, correspondéncia en-
tre elementos, conservacao de relacoes e proporcionalidade.

Do ponto de vista didatico, os resultados reforcam a necessidade de
superar um tratamento procedimental da homotetia. A experiéncia mostra
que as ideias de razao, semelhanca, elementos homadlogos e conservagao
da forma podem emergir de uma situacao concreta antes de serem forma-
lizadas. Esse aspecto se aproxima dos estudos de Labra Pefia e Vanegas
Ortega (2022), ao evidenciar o papel de recursos manipulativos e de sequ-
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éncias progressivas na promocao do raciocinio geométrico. Também se ar-
ticula com Rabanedo et al. (2023), na medida em que a homotetia aparece
vinculada a outros saberes geométricos, e ndo como um conteudo isolado
ou reduzido a uma aplicac¢do particular da semelhanca.

Ao mesmo tempo, a experiéncia permite destacar que o uso de ma-
teriais, por si sO, ndo garante uma abordagem exploratéria. Como indica
Ponte (2010), explorar envolve formular perguntas, produzir conjecturas
e avang¢ar para uma compreensao mais organizada da situa¢do. Na pro-
posta analisada, as perguntas sobre o funcionamento do projetor criaram
condig¢Oes para que os estudantes atribuissem sentido ao fen6meno obser-
vado. Contudo, o valor matematico da tarefa dependeu da mediacao do-
cente: orientar a observacao, promover comparagoes, solicitar medicoes,
retomar producdes dos estudantes e conduzir a institucionalizacao dos
conceitos. Esse movimento se aproxima do que Martins et al. (2021) ca-
racterizam como aspectos centrais da aula exploratoéria: selecao cuidadosa
da tarefa, antecipacao de dificuldades, gestao do trabalho auténomo, dis-
cussdo coletiva e sintese final.

Nesse sentido, a experiéncia também permite refletir sobre o curri-
culo costarriquenho e sua implementacdao em sala de aula. O Programa de
Estudo de Matemadtica valoriza a resolucao de problemas, a contextualiza-
cdo ativa, a conexao entre conhecimentos, a visualizacao e a argumentacao
(MEP, 2012). A tarefa do projetor caseiro mostra uma possibilidade con-
creta de materializar esses principios no ensino da Geometria, especial-
mente quando o planejamento articula uma situacao contextualizada com
habilidades curriculares especificas. Entretanto, a experiéncia também
evidencia que a implementacao desse curriculo exige professores capazes
de transformar orientagdes gerais em tarefas matematicas potentes, gerir
discussoes e institucionalizar relacoes geométricas.

Desde a formacao inicial, a pratica profissional analisada revela-se
como um espa¢o de construcdo de conhecimento didatico-matematico.
Os futuros professores precisarao interpretar a homotetia como objeto
matematico escolar, selecionar recursos, antecipar dificuldades, orga-
nizar perguntas, conduzir a atividade dos estudantes e refletir sobre os
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alcances da implementacdo. Essa dinamica dialoga com a ideia de que
aprender a ensinar Matematica implica articular teoria, pratica, reflexao
e contexto. A experiéncia ndo se limita, portanto, a aplicacdao de um pla-
nejamento, mas constitui uma oportunidade para compreender a com-
plexidade de ensinar Geometria em condig¢des reais de aula.

Em termos gerais, a experiéncia evidencia o potencial das tarefas ex-
ploratdrias para introduzir contetidos geométricos quando estas conectam
visualizacdo, manipulacdo, medicdo, argumentacdo e institucionalizagao.
A homotetia, nesse caso, funcionou como um objeto articulador entre cur-
riculo, conteddo matematico, recursos didaticos e reflexdo profissional. Ao
mesmo tempo, permanecem questdoes em aberto: como fortalecer o transi-
to da exploragao para a formalizagao matematica; que perguntas docentes
favorecem melhor a compreensao da razao de homotetia; como evitar que
conexodes com outros fendmenos dispersem o foco geométrico; e de que
modo integrar recursos manipulativos e digitais em sequéncias mais am-
plas sobre transformagoes no plano.

Assim, a experiéncia analisada permite compreender que o ensino
exploratorio da homotetia pode contribuir tanto para a aprendizagem ge-
ométrica dos estudantes quanto para a formacao inicial de professores de
Matematica. No contexto costarriquenho, esse tipo de proposta oferece
uma via para concretizar orientagdes curriculares que defendem uma Ge-
ometria mais dinamica, relacional e argumentativa, ao mesmo tempo em
que fortalece a pratica profissional como espaco de reflexdao, tomada de
decisOes e construcao de conhecimento docente.
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CAPITULO 7

O ensino da Geometria no Peru:
tendéncias, desafios e perspectivas

Resumo: O presente capitulo analisa as pesquisas sobre o ensino da Geometria
no Peru, desenvolvidas principalmente no ambito do Mestrado em Ensino da
Matematica e do IREM-PUCP, no periodo de 2019 a 2026. A partir da revisao
de dissertacdes, artigos cientificos e capitulos de livros, identificam-se cinco
eixos de andlise: representacdes semioticas, Espaco de Trabalho Matematico,
conhecimento profissional do professor, tecnologias digitais e perspectivas
emergentes. Os resultados evidenciam a consolidagdo de diversos eixos
tematicos de pesquisa e apontam desafios relacionados a formacao de
professores, ao curriculo e a incorporacdo de tecnologias emergentes no
ensino da Geometria.

Palavras-chave: Ensino de Geometria. Geometria. Educagao Matematica.

Resumen: El presente capitulo analiza las investigaciones sobre la ensefianza
de la geometria en el Peru desarrolladas principalmente en la Maestria en En-
seflanza de las Matematicas y el IREM-PUCP durante el periodo 2019-2026. A
partir de la revision de tesis, articulos y capitulos de libro, se identifican cinco
ejes de analisis: representaciones semiodticas, Espacio de Trabajo Matemati-
co, conocimiento profesional del profesor, tecnologias digitales y perspecti-
vas emergentes. Los resultados evidencian la consolidacién de diversos ejes
tematicos de investigacion y plantean desafios relacionados con la formacién
docente, el curriculo y la incorporaciéon de tecnologias emergentes en la en-
sefianza de la Geometria.

Palabras-clave: Ensenanza de la Geometria. Geometria. Educacion Matematica.
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INTRODUCCION

La Geometria constituye uno de los dominios fundamentales de la
Matematica y de la Educacion Matematica, debido a su contribucion al
desarrollo del razonamiento espacial, la visualizacidn, la argumentaciéon
y la comprension de las relaciones entre los objetos y el espacio. Su en-
sefianza trasciende el aprendizaje de conceptos y procedimientos geo-
métricos, pues favorece la construccion de formas particulares de pensar
y de resolver problemas que resultan esenciales para la formacion cien-
tifica y ciudadana. En las ultimas décadas, las investigaciones en Educa-
cion Matematica han mostrado que la ensefianza de la geometria implica
desafios especificos relacionados con la naturaleza de los objetos geo-
métricos, los procesos de visualizacidn, la utilizacion de diferentes re-
gistros de representacion, la argumentacion y demostracion, asi como la
incorporacion de tecnologias digitales y otros recursos que amplian las
posibilidades para la construccidon del conocimiento geométrico (Duval,
1995, 2011; Gutiérrez & Jaime, 2012; Ortega & Pecharroman, 2015).

En Latinoamérica, el desarrollo de la investigacion en Educacion
Matematica ha permitido consolidar comunidades académicas,
programas de formaciéon de posgrado y grupos de investigacion que
han contribuido significativamente al estudio de diversos fendémenos
didacticos asociados a la ensefianza y aprendizaje de las matematicas. En
este contexto, la geometria ha adquirido una creciente relevancia debido
al interés por comprender los procesos cognitivos involucrados en la
visualizacion, el razonamiento espacial, la resolucion de problemas y el
uso de tecnologias digitales para favorecer el aprendizaje de conceptos
geométricos. Asimismo, diferentes marcos tedricos, tales como la
Teoria de los Registros de Representacion Semiotica, la Aproximacion
Instrumental, el Espacio de Trabajo Matematico, Teoria Antropologica de
lo didactico y otras perspectivas propias de la Didactica de la Matematica,
han orientado numerosas investigaciones desarrolladas en la region
(Sanchez et al., 2025).

En el caso peruano, el desarrollo de la investigacion en Educacion
Matematica se encuentra estrechamente vinculado con la creacion de la
Maestria en Ensefanza de las Matematicas de la Pontificia Universidad
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Catdlica del Peru (PUCP), programa que ha desempefiado un papel fun-
damental en la formacién de investigadores y en la consolidacion de line-
as de investigacion especializadas (Salazar & Gaita, 2015; Salazar & Neira,
2019). A ello se suma la labor desarrollada por el Instituto de Investiga-
cion sobre Ensefianza de las Matematicas (IREM-PUCP), la Sociedad Pe-
ruana de Educacion Matematica (SOPEMAT) y la Asociacion Peruana de
Investigacién en Educacion Matematica (APINEMA), instituciones que han
contribuido a fortalecer la produccién cientifica, la formacion docente y el
intercambio académico tanto a nivel nacional como internacional (Salazar
& Neira, 2019). Como consecuencia de este proceso de consolidacién, la
geometria ha constituido una de las areas de desarrollo de investigaciones
que abarcan diversos niveles educativos, multiples marcos teéricos y una
creciente diversidad de recursos didacticos y tecnolégicos.

Si bien existen trabajos que describen el desarrollo general de la
Educacion Matematica en el Perud (Salazar & Neira, 2019; Salazar & Gaita,
2015), hasta donde alcanza nuestro conocimiento no se dispone de una
sistematizacion centrada especificamente en la investigacion sobre la en-
sefianza y el aprendizaje de la geometria. Esta ausencia dificulta reconocer
las principales lineas de desarrollo, los aportes alcanzados y los desafios
que enfrenta esta area de investigacién dentro del contexto peruano.

En ese sentido, el presente capitulo tiene como propdsito presentar
un panorama del desarrollo de la investigacion sobre la ensefianza y el
aprendizaje de la geometria en el Pert, tomando como referencia las in-
vestigaciones desarrolladas principalmente en el marco de la Maestria en
Ensefianza de las Matematicas de la PUCP y otros aportes realizados por
investigadores del IREM-PUCP. A partir de ello, se identifican los principa-
les ejes de analisis que han orientado el estudio de la geometria, se anali-
zan sus contribuciones al campo de la Educacion Matematica y se discuten
algunos desafios y perspectivas que pueden orientar el desarrollo futuro

de la investigacion en esta area.
GEOMETRIA EN EL CURRICULO PERUANO

La Geometria ocupa un lugar fundamental en el curriculo peruano
al constituirse como uno de los ejes mediante los cuales los estudiantes
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desarrollan la comprension del espacio, la visualizacion, el razonamiento
y la argumentacién matematica. En el Curriculo Nacional de la Educaci-
On Basica (CNEB), estos aprendizajes se integran en la competencia “Re-
suelve problemas de forma, movimiento y localizacién”, la cual promueve
que los estudiantes modelen objetos mediante formas geométricas, in-
terpreten relaciones espaciales, utilicen procedimientos de construccion
y medicién, y argumenten sobre las propiedades de las figuras y cuerpos
geométricos. Desde esta perspectiva, la geometria trasciende el apren-
dizaje de definiciones y formulas para convertirse en un medio que per-
mite comprender, representar e interpretar el espacio fisico y resolver
problemas presentes en diversos contextos (Ministerio de Educacion del
Peru [MINEDU], 2016).

El desarrollo de esta competencia se articula en torno a cuatro capa-
cidades: modela objetos con formas geométricas y sus transformaciones;
comunica su comprension sobre las formas y relaciones geométricas; usa
estrategias y procedimientos para orientarse en el espacio; y argumenta
afirmaciones sobre las relaciones geométricas, tal como se presenta en
la Figura 1.

Figura 1 - Capacidades de la competencia resuelve problemas de forma,
movimiento y localizaciéon

Fuente: elaboracion propia a partir del Curriculo Nacional de la Educacién Basica (MINEDU,
2016), con apoyo de IA generativa (Gemini).
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Estas capacidades se desarrollan bajo el enfoque centrado en la resolu-
cion de problemas, que orienta el area de Matematica en el CNEB. Desde esta
perspectiva, el aprendizaje matematico se concibe como un proceso de cons-
truccion de conocimientos a partir de situaciones problematicas significativas,
en las que los estudiantes movilizan conceptos, procedimientos, estrategias y
formas de razonamiento para comprender, representar y resolver problemas en
diversos contextos. En particular, en el &mbito de la geometria, este enfoque
promueve que el estudio de las formas, las relaciones espaciales y las propie-
dades geométricas trascienda el aprendizaje de definiciones y procedimientos,
constituyéndose en un medio para modelar situaciones, formular y validar con-
jeturas, argumentar matematicamente y comunicar resultados, favoreciendo asi
el desarrollo progresivo del pensamiento geométrico (MINEDU, 2016).

Coherentemente con el enfoque centrado en la resolucion de pro-
blemas, el CNEB organiza los aprendizajes geométricos mediante una
progresion que se desarrolla desde la educacidn inicial hasta el término
de la educacién secundaria. Esta progresion favorece el transito desde la
exploracidn intuitiva de las formas y relaciones espaciales hacia la com-
prension de propiedades, la argumentacion y la resoluciéon de problemas
geométricos cada vez mas complejos (MINEDU, 2016).

Durante los primeros afos, el énfasis recae en la construccion de
nociones espaciales mediante la exploracion del entorno, el reconoci-
miento de formas, la ubicacién y los desplazamientos, favoreciendo el
desarrollo de la percepcidn espacial y la comunicacion de relaciones de
posicion (MINEDU, 2016).

En la educacién primaria, dicha progresion incorpora gradualmen-
te el estudio de figuras bidimensionales y tridimensionales, sus pro-
piedades, la composicion y descomposicion de figuras, la simetria, las
transformaciones geométricas, la ubicacién en el plano cartesiano y la
estimacion y medicién de longitudes, superficies y capacidades. Asimis-
mo, el curriculo enfatiza la construccién de argumentos basados en pro-
piedades geométricas, promoviendo que los estudiantes expliquen sus
procedimientos y establezcan relaciones entre distintas representacio-
nes de un mismo objeto geométrico.
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En la educaciéon secundaria, la geometria adquiere un mayor nivel
de formalizacion al incorporar contenidos como congruencia y semejan-
za, relaciones métricas en triangulos, transformaciones geométricas, ho-
motecias, isometrias, geometria analitica, cuerpos de revolucion y coni-
cas. Paralelamente, se espera que los estudiantes desarrollen procesos
de modelacidn, visualizacidon, demostracién y argumentacién mediante
el uso de diferentes representaciones, instrumentos y recursos tecnolo-
gicos. En este nivel, la competencia deja de centrarse unicamente en el
reconocimiento de propiedades para orientarse hacia la resolucion de
problemas que requieren establecer relaciones entre diferentes objetos
geométricos, justificar conjeturas y validar resultados mediante argu-
mentos matematicos.

El curriculo peruano también reconoce el papel de los recursos tec-
nolégicos como mediadores del aprendizaje geométrico. En los estdndares
de aprendizaje y orientaciones pedagogicas se promueve el uso de instru-
mentos de construccion, representaciones dinamicas y recursos digitales
que favorezcan la exploracion, la visualizacion y la validacion de propie-
dades geométricas. Esta orientacidn ha sido reforzada recientemente me-
diante materiales curriculares elaborados por el Ministerio de Educacion,
los cuales destacan que el desarrollo de la competencia “Resuelve proble-
mas de forma, movimiento y localizacion” implica la articulacién entre
modelacion, representacion, argumentacion y resoluciéon de problemas en
escenarios apoyados por recursos tecnologicos (MINEDU, 2024).

No obstante, diversos estudios han sefialado que la implementaci-
on curricular enfrenta importantes desafios. Entre ellos destacan la frag-
mentacion de algunos contenidos geométricos, la ensefianza centrada en
procedimientos algoritmicos, la limitada articulacion entre los diferentes
objetos matematicos y la escasa presencia de actividades orientadas al
razonamiento, la demostracion y la exploracion de propiedades. Estas
limitaciones evidencian la necesidad de fortalecer la formacion docente
y promover enfoques didacticos que favorezcan una comprension mas
integrada de la geometria y su ensefianza (Garcia-Cuéllar et al., 2019).
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GEOMETRIA EN LA FORMACION DOCENTE EN PERU

La formacion inicial de profesores de Matematica en el Pert se desar-
rolla en universidades e Institutos y Escuelas de Educacién Superior Pe-
dagdgica (IESP/EESP), instituciones que disefian e implementan sus pro-
puestas formativas en el marco de la normativa vigente y de las demandas
de la Educacion Basica. En el caso de los IESP/EESP, el Disefio Curricular
Basico Nacional (DCBN) constituye el principal referente para la organi-
zacion de los programas de estudios de Formacién docente de Educacion
Secundaria en la especialidad de Matematica, estableciendo un perfil de
egreso basado en competencias profesionales docentes y articulado con el
Marco de Buen Desempefio Docente y el Curriculo Nacional de la Educaci-
6n Basica (Ministerio de Educacion [MINEDU], 2019).

Independientemente del modelo curricular adoptado por cada ins-
titucion formadora, existe consenso en que la preparacion de un profesor
de Matematica requiere integrar conocimientos disciplinares, pedagdgi-
cos e investigativos que le permitan comprender como aprenden los es-
tudiantes, disefar situaciones de ensefianza pertinentes y reflexionar cri-
ticamente sobre su practica profesional (Shulman, 1987). En esta linea,
el DCBN propone una formacién orientada al desarrollo de competencias
que articulan el dominio del conocimiento matematico, la practica peda-
gbgica, la investigacion y el compromiso ético, promoviendo que el futuro
docente construya conocimientos profesionales mediante la interaccion
permanente entre teoria y practica (MINEDU, 2019).

En la especialidad de Matematica, el curriculo reconoce que uno de
los principales desafios consiste en formar docentes con un sélido dominio
del conocimiento matematico para la ensefianza. En este sentido, sefiala
que dicho dominio trasciende el conocimiento de conceptos, definiciones
y procedimientos, e incorpora capacidades para comprender el progreso
de los aprendizajes, disefiar tareas matematicas, seleccionar recursos di-
dacticos, interpretar las estrategias de los estudiantes y promover proce-
sos de razonamiento, argumentacion y resolucién de problemas (MINE-

188



Ensino de Geometria na América Latina:
pesquisa, ensino e formacgao docente

DU, 2019). Esta perspectiva coincide con los planteamientos de Shulman
(1987), quien sostiene que la ensefianza requiere la articulacion entre el
conocimiento disciplinar y el conocimiento pedagogico del contenido, asi
como con los desarrollos posteriores sobre el conocimiento matematico
para la ensefianza (Ball et al., 2008) y el conocimiento especializado del
profesor de matematicas (Carrillo et al., 2018).

En este contexto, la geometria ocupa un lugar relevante en la for-
macion inicial del profesorado debido a las particularidades que carac-
terizan su enseflanza y aprendizaje. A diferencia de otros dominios de la
matematica, la actividad geométrica exige coordinar procesos de visu-
alizacion, construccidn, representacidn, argumentacion y demostracion,
ademas de establecer relaciones entre distintos registros de representa-
cion y diferentes niveles de formalizacién (Duval, 2011). Por ello, la for-
macién del futuro profesor no puede limitarse al dominio de contenidos
geométricos, sino que requiere comprender las dificultades de aprendi-
zaje de los estudiantes, anticipar posibles estrategias de resolucién, di-
sefiar tareas que favorezcan el razonamiento espacial y seleccionar re-
cursos que contribuyan a la construccion de significados matematicos
(Gutiérrez, 1996; NCTM, 2014).

Asimismo, el DCBN enfatiza la necesidad de incorporar las tecno-
logias digitales como herramientas que potencien el aprendizaje mate-
matico y favorezcan el desarrollo del pensamiento critico, la creatividad
y la investigacion. Desde esta perspectiva, los recursos tecnoldgicos no
constituyen un fin en si mismos, sino medios para promover procesos
de exploracion, modelacion, visualizacion y resolucion de problemas, en
concordancia con las demandas de la sociedad del conocimiento y de la
competencia digital docente (MINEDU, 2019). Esta orientacion resulta
especialmente pertinente para la ensefianza de la geometria, disciplina
en la que los entornos de geometria dinamica, la realidad aumentada, la
impresion 3D y, mas recientemente, la inteligencia artificial generativa
que han ampliado las posibilidades para representar, explorar y validar
propiedades geométricas.
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Por ello, la formacion inicial del profesorado de Matematica deman-
da el desarrollo de un conocimiento profesional que articule el dominio
de la geometria, la comprensidn de los procesos de aprendizaje, el disefo
de situaciones didacticas y el uso fundamentado de tecnologias. Este es-
cenario explica que una parte importante de la investigacién peruana re-
ciente se haya orientado hacia el estudio del conocimiento profesional
docente, el trabajo matematico del profesor, la planificacion de tareas y
la integracion de tecnologias digitales en la ensefianza de la geometria.
Asi, la investigacion en didactica de la geometria no solo aporta eviden-
cias sobre como aprenden los estudiantes, sino que también contribuye
a fortalecer los procesos de formacidn inicial y continua del profesorado,
aspecto que constituye una de las principales tendencias de la produc-
cion cientifica nacional (Salazar & Garcia-Cuéllar, 2020; Toledo, 2024;
Masgo, 2021).

INVESTIGACIONES SOBRE LA ENSENANZA DE LA GEOMETRIA
EN PERU

En concordancia con el propésito del presente capitulo, se analiza-
ron las investigaciones sobre la ensefianza de la geometria desarrolladas
principalmente en el marco de la Maestria en Ensefianza de las Matema-
ticas y del Instituto de Investigacion sobre la Ensefianza de las Matema-
ticas (IREM-PUCP) del periodo 2019 al 2026. Para facilitar su analisis e
identificar las principales tendencias de esta produccion cientifica, los
estudios se organizaron en cinco ejes de analisis: las representaciones
semiodticas en geometria, el Espacio de Trabajo Matematico en el do-
minio de la geometria, el conocimiento profesional del profesor para la
ensefianza de la geometria, las tecnologias digitales y las perspectivas
emergentes. Estos ejes no constituyen categorias excluyentes, ya que una
misma investigacién puede aportar simultaneamente a mas de uno de
ellos. No obstante, cada estudio se analiz6 en el eje que representa su
principal contribucién tedrica o tematica.
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Investigaciones sobre las representaciones semiodticas en
geometria

La Teoria de los Registros de Representacion Semiotica (TRRS), pro-
puesta por Duval (1995, 2006), constituye uno de los principales referentes
tedricos utilizados en las investigaciones desarrolladas sobre la ensefanza de la
geometria en la Pontificia Universidad Catolica del Pertt (PUCP). Desde esta
perspectiva, la comprension de los objetos matematicos depende de la coordi-
nacion de diferentes registros de representacion y de la capacidad de los estu-
diantes para realizar tratamientos y conversiones entre ellos. En el dominio de
la geometria, esta teoria adquiere especial relevancia debido a que la construc-
cion del conocimiento geométrico requiere articular representaciones figurales,
discursivas, simbolicas y dindmicas para favorecer procesos de visualizacion,

argumentacion y demostracion.

Las investigaciones desarrolladas bajo esta mirada tedrica evidencian un
interés comun por comprender como los estudiantes construyen significados
geométricos a partir de la interaccion entre diferentes registros de representa-
cion. No obstante, los estudios difieren en los contenidos abordados y en los

recursos utilizados para promover dichas coordinaciones.

En Masgo (2021) se analizo el aprendizaje de la semejanza de triangulos
mediante el uso de GeoGebra, mostrando que el entorno dindmico favorece la
coordinacidn entre registros figural, algebraico y verbal, permitiendo a los estu-
diantes establecer relaciones entre propiedades geométricas y justificar sus pro-
cedimientos. En una linea similar, Bardales (2021) analiz6 la construccion de la
nocién de homotecia como transformacion geométrica mediante una propuesta
didéctica fundamentada en la Teoria de Registros de Representacion Semiotica
y apoyada en GeoGebra. Sus resultados muestran que la coordinacion entre
diferentes registros de representacion, particularmente el registro figural y el
discursivo, favorece la comprension de las propiedades geométricas involucra-

das en la homotecia y el establecimiento de relaciones entre figuras semejantes.

Posteriormente, Alvarez (2021) amplié esta perspectiva al estudiar los

procesos de visualizacion involucrados en la resolucion de problemas geo-
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métricos, identificando que las dificultades de los estudiantes no se originan
unicamente en el reconocimiento de las figuras, sino también en la limitada
coordinacién entre diferentes registros de representacion. De manera com-
plementaria, Cribillero (2022) mostr6 que el uso de recursos tecnologicos
favorece la conversion entre registros semidticos y fortalece la argumenta-
cion matemadtica durante la resolucidon de tareas geométricas. Estos resulta-
dos coinciden con los planteamientos de Duval (2006), quien sostiene que la
comprension matematica no depende de una representacion aislada, sino de

la coordinacion entre multiples sistemas de representacion.

Las investigaciones mas recientes evidencian una evolucidn hacia el
analisis de nuevos recursos y contextos de ensefianza. Garcia-Cuéllar y Mar-
tinez-Miraval (2023) exploraron el potencial de herramientas digitales para
promover la articulacion entre diferentes registros de representacion en la
ensefianza de la geometria, destacando que la interaccion entre representa-
ciones dindmicas y discursivas favorece procesos de exploracion, validacion
y comunicacion de ideas matematicas. Por su parte, Toledo (2024), en un
estudio desarrollado con estudiantes de cuarto grado de educacion primaria,
analiz6 cdmo los estudiantes reconocen cuadrilateros al reconfigurar figuras
geométricas desde la Teoria de Registros de Representacion Semiodtica. Los
resultados evidenciaron que la coordinacion entre registros figurales, verba-
les y simbdlicos, junto con los procesos de reconfiguracion, favorece el reco-
nocimiento de las propiedades de los cuadrilateros y el desarrollo del razona-

miento geométrico.

La Tabla 1 sintetiza las principales investigaciones desarrolladas en
este eje, indicando los contenidos geométricos abordados, y sus principales

contribuciones al campo de la ensefianza de la geometria.
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Tabla 1 - Investigaciones sobre las representaciones semiéticas en Geometria

Tema . ./ s
Autor L. Contribucion principal
geométrico
Evidencia que la coordinacion entre los registros de
representacidon semioética, especialmente el registro
Bardales ) figural y el discursivo, favorece la construcciéon de la
Homotecia -, . L, L
(2021) nocion de homotecia como transformacion geométrica

y la comprension de las relaciones entre figuras
semejantes.

Masgo (2021)

Semejanza de

Destaca el papel del registro figural dinamico en
la comprension de la semejanza de triangulos,

triangulos favoreciendo la coordinacidn entre registros mediante
GeoGebra.
Rotacién y Analiza la funcién de las aprehensiones figurales en la
Alvarez (2021) | traslacion en el | comprension de las transformaciones geométricas y en
plano la resolucién de problemas.
Evidencia las transformaciones semioticas realizadas
Cribillero Semejanza de por los estudiantes y propone tareas con GeoGebra
(2022) triangulos que favorecen la conversion entre registros de

representacion.

Garcia-Cuéllar
y Martinez-

Areas de figuras

Muestra el potencial de la herramienta poligono rigido
de GeoGebra para promover la reconfiguraciéon de

Miraval (2023) planas figuras y fortalecer la, aprehen§i()n operativa durante el
calculo de areas.
Evidencia que la coordinacion entre registros figurales,
Toledo (2024) | Cuadrilateros verbales y simbdlicos contribuye al desarrollo de la

comprension geométrica en estudiantes de educacion
primaria.

En conjunto, estas investigaciones revelan una evolucion desde

estudios centrados en la identificacion de las dificultades asociadas a

la coordinaciéon de registros hacia propuestas que incorporan recursos

tecnolégicos para favorecer procesos de visualizacion y construccion

de significados. Asimismo, evidencian que la TRRS ha proporcionado

un marco solido para comprender como los estudiantes interpretan,

transforman y articulan diferentes representaciones durante el

aprendizaje de la geometria.
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Investigaciones sobre el Espacio de Trabajo Matematico en el
dominio de la geometria (ETM-G)

El Espacio de Trabajo Matematico (ETM), propuesto por Kuzniak
(2011), es uno de los principales referentes tedricos de las investigacio-
nes sobre la ensefianza de la geometria. Este permite analizar la activi-
dad matematica que realizan estudiantes y profesores al resolver tareas
matematicas (en este caso nos centramos en tareas geomeétricas), consi-
derando la interaccion entre dos planos horizontales complementarios:
un plano epistemoldgico, conformado por el representamen, artefactos y
el referencial, y un plano cognitivo, integrado por los procesos de visua-
lizacion, construccion y prueba.

La articulacién de los dos planos horizontales se produce mediante
tres génesis: semiotica, relacionada con la producciéon e interpretacion
de representaciones; instrumental, que transforma los artefactos en ins-
trumentos para la actividad matematica; y discursiva, vinculada con el
razonamiento y la validacién matematica (Kuzniak et al., 2016). Asimis-
mo, el ETM considera tres planos verticales, definidos por la interaccion
entre estas génesis: semidtico-instrumental [Sem-Ins], instrumental-
-discursivo [Ins-Dis] y semiético-discursivo [Sem-Dis], los cuales permi-
ten analizar las distintas formas de trabajo matematico (Kuzniak, 2011).
La Figura 2 presenta la estructura del ETM.

Figura 2 - Génesis, planos horizontales y verticales del ETM

Fuente: adaptado Kuzniak et al. (2016, p. 248).

194



Ensino de Geometria na América Latina:
pesquisa, ensino e formacgao docente

Las investigaciones desarrolladas bajo este marco evidencian una evo-
lucion progresiva tanto en los objetos de estudio como en las poblaciones
analizadas. Los primeros trabajos se orientaron hacia el andlisis del trabajo
matematico de profesores en formacion mediante tareas de geometria que
favorecieran la transicion entre distintos paradigmas geométricos. En este
contexto, Salazar y Garcia-Cuéllar (2020) mostraron que el uso de GeoGebra
favorece la coordinacion entre los paradigmas de Geometria Natural (GI) y
Geometria Axiomadtica Natural (GII), al permitir que los docentes articulen
procesos de exploracion, formulacion de conjeturas y validacion matematica
durante la resolucidn de tareas sobre la suma de los dngulos interiores de un
triangulo.

Posteriormente, las investigaciones ampliaron el alcance del ETM ha-
cia otros niveles educativos y contenidos geométricos. Pulache (2023) anali-
za el ETM personal de estudiantes de segundo grado de secundaria durante la
resolucidn de tareas sobre la piramide cuadrangular mediadas por GeoGebra.
A diferencia de estudios previos centrados en objetos geométricos bidimen-
sionales o en el trabajo matematico de docentes, esta investigacion aborda
un objeto tridimensional y examina las interacciones entre los componentes
cognitivos y epistemologicos del ETM a partir de las génesis movilizadas
por los estudiantes. Los resultados evidencian un predominio de las génesis
semiotica e instrumental durante el desarrollo de las tareas, lo que permitid
caracterizar la forma en que los estudiantes construyen significados, utilizan
las representaciones y emplean GeoGebra como instrumento para explorar

las propiedades de la piramide cuadrangular.

En esta misma linea, Diles Gongalves (2023) analiz6 el trabajo ma-
tematico promovido en estudiantes de sexto grado de primaria duran-
te el estudio del perimetro y el area de cuadrilateros, evidenciando que
la circulacion entre los planos semiodtico-instrumental y semiotico-dis-
cursivo resulta fundamental para superar las dificultades asociadas a la
diferenciacion entre ambos conceptos. Este estudio pone de manifiesto

que el ETM no solo permite describir la actividad matematica de los es-
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tudiantes, sino también identificar las condiciones didacticas que favore-

cen la construccion de significados geométricos.

Investigaciones mas recientes ponen de manifiesto una consolida-
cion del ETM como marco para comprender la interaccién entre la acti-
vidad matematica y las tecnologias digitales. Urquiza Ruiz (2025), al es-
tudiar la resolucion de tareas de semejanza de tridngulos mediadas por
GeoGebra, evidencid que los estudiantes priorizan los paradigmas de Ge-
ometria Natural y Geometria Axiomatica Natural, mientras que las her-
ramientas digitales favorecen la validacion experimental de propiedades
geométricas y reducen la dependencia de procedimientos exclusivamen-
te numéricos. Estos resultados refuerzan la idea de que los artefactos
tecnolégicos modifican las formas de interaccion de los estudiantes con
los objetos geométricos y enriquecen los procesos de exploracién y de-

mostracion.

En Salazar et al. (2026), se analiza el trabajo matematico de profe-
sores de matematicas al resolver una tarea sobre el area de cuadrilateros
mediada por GeoGebra. Los resultados evidencian un predominio de las
génesis semiotica y discursiva, caracterizadas por procesos de visualiza-
cidn iconica y pruebas pragmaticas, asi como la activacion de los planos
semiotico-discursivo y semiético-instrumental durante la resolucién de
la tarea. Asimismo, el estudio muestra que la interaccién con GeoGebra
influye en la configuracién del Espacio de Trabajo Matematico personal
de los docentes, aportando evidencia sobre el papel de la tecnologia en la

actividad matematica del profesor.

La Tabla 2 sintetiza las principales investigaciones desarrolladas en

este eje de analisis.
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Tabla 2 - Investigaciones sobre el ETM en el dominio de la Geometria

Tema . . .
Autor . Contribucion principal
geométrico
Caracteriza el transito entre los paradigmas
i Suma de L .,
Salazar y Garcia- 4neulos de un geométricos Gl y GII en la formacion docente,
Cuéllar (2020) tgr'én o evidenciando el papel de GeoGebra en la construccion
iangu g -
. y validacién de pruebas matematicas.
Analiza el Espacio de Trabajo Matematico personal
de estudiantes de secundaria al resolver tareas con
PirAmide GeoGebra, evidenciando la activacion predominante
Pulache (2023) ;o evidenciandoia P .
cuadrangular | de las génesis semiotica e instrumental y ampliando
el estudio del ETM hacia objetos geométricos
tridimensionales.
Caracteriza la circulacién en el ETM durante la
. Perimetro resolucidn de tareas sobre perimetro y area de
Diles Gongalves . - ] o
y area de cuadrilateros, mostrando como la coordinacion entre
(2023) o . . .
cuadrilateros | los planos del ETM contribuye a diferenciar ambos

conceptos en educacidn primaria.

Urquiza Ruiz

Semejanza de

Evidencia como las tecnologias digitales favorecen la
validacion experimental de propiedades geométricas
y la articulacién entre paradigmas geométricos

2025 triangulos ;
( ) & durante la resolucion de tareas de semejanza de
triangulos.
Caracteriza el trabajo matematico de profesores
Salazar, . s : :
i , mediante el analisis de su Espacio de Trabajo
Garcia-Cuéllar, . L. . o L.
3 Area de Matematico personal, identificando el predominio
Henriquez- s L o . .
. . cuadrilateros | de las génesis semidtica y discursiva y el papel de la
Rivas y Kuzniak L .,
(2026) tecnologia digital en la resolucion de tareas sobre el

area de cuadrilateros.

Estas investigaciones evidencian una evolucion desde estudios

centrados en el anadlisis del trabajo matematico de estudiantes hacia

investigaciones que incorporan la formacion docente y el papel de

las tecnologias digitales como elementos constitutivos del ETM. Esta

evolucion refleja un desplazamiento desde el analisis de la actividad

matematica individual hacia una comprensién mas amplia de los procesos

de ensefianza y aprendizaje de la geometria, integrando dimensiones

epistemolégicas, cognitivas y tecnologicas.
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Es importante sefalar que las investigaciones incluidas en este eje
analizan el Espacio de Trabajo Matematico (ETM) personal, ya sea de estu-
diantes o de docentes. En cambio, los estudios centrados en el ETM idoneo
del profesor se abordan en el siguiente eje, debido a que este se orienta al
estudio del conocimiento profesional del docente y de las decisiones di-
dacticas que fundamentan la ensefianza de la geometria.

Investigaciones sobre el conocimiento profesional del profesor
para la ensefianza de la geometria

El conocimiento profesional del profesor constituye uno de los ejes
de analisis que mayor desarrollo ha experimentado en los dltimos afios
dentro de la produccidn cientifica sobre ensefianza de la geometria. Es-
tas investigaciones trascienden el estudio del conocimiento disciplinar
del docente para analizar cdmo este integra conocimientos matematicos,
didacticos y tecnologicos durante la planificacion e implementacion de

procesos de enseflanza.

En la investigacion doctoral de Garcia-Cuéllar (2021), desarrollada
desde la Teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD), en la que se disefio,
implementé y analizé un Recorrido de Estudio e Investigacion en la for-
macién de profesores (REI-FP) sobre la ensefianza de cuadrilateros. La
investigacion evidencia que este dispositivo favorece procesos de reflexi-
On sobre la practica docente y promueve una transicién desde enfoques
tradicionales hacia propuestas fundamentadas en el cuestionamiento y
la construccién colectiva del conocimiento, contribuyendo al desarrollo

profesional de los docentes.

Otras investigaciones incorporan marcos tedricos que permiten
analizar de manera mas especifica la naturaleza del conocimiento pro-
fesional requerido para integrar tecnologias digitales en la ensefianza de
la geometria. En esta linea, Théry (2023) analiza la interaccion entre los
conocimientos tecnologicos de los profesores y el ETM idéneo durante

la planificacion de la ensefianza de cuadrilateros. Sus resultados reve-
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lan que los docentes reconocen el potencial de las herramientas digitales
para favorecer la exploraciéon geométrica; sin embargo, la seleccion de
los artefactos tecnoldgicos y el tipo de actividades propuestas dependen
del conocimiento tecnoldgico que poseen para ensefar dicho contenido.
En consecuencia, la investigacion evidencia que la integraciéon de la tec-
nologia no depende inicamente de la disponibilidad de recursos, sino de
la manera en que estos son articulados con el conocimiento didactico y

matematico del profesor.

Sobre esta base, Salazar et al. (2024) profundizan en una articula-
cion entre el modelo TPACK y el Espacio de Trabajo Matematico idoneo
(ETM idéneo), mostrando que la planificacion de la ensefianza de cuadri-
lateros requiere la interaccion entre los conocimientos tecnolégicos del
profesor y las génesis que caracterizan el trabajo matematico. Este estu-
dio constituye un aporte conceptual al establecer relaciones entre ambos
marcos tedricos y ofrecer una perspectiva para analizar la planificacion

docente en contextos mediados por tecnologia.

Las investigaciones mas recientes amplian este campo al incorpo-
rar tecnologias emergentes en la formacion inicial docente. Caypo (2025)
analiza el ETM idoneo potencial de profesores en formacién cuando pla-
nifican la enseflanza de cuadrilateros con apoyo de inteligencia artificial
generativa. Los resultados ponen de manifiesto una predominancia de las
génesis semiotica e instrumental y evidencian que herramientas como
ChatGPT, Canva IA e Ideogram IA contribuyen a la elaboracion de situa-
ciones de aprendizaje, materiales y recursos visuales. No obstante, el es-
tudio también pone de manifiesto la necesidad de fortalecer la formacion
docente para que la inteligencia artificial sea utilizada de manera critica

y articulada con los objetivos matematicos y didacticos de la ensefanza.
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Tabla 3 - Investigaciones sobre el conocimiento profesional del profesor

Tema . . .
Autor . Contribucion principal
geométrico
Disefia e implementa un REI-FP, favoreciendo la
Garcia-Cuéllar o reflexidn sobre la practica y la ensefianza de los
Cuadrilateros s . L.
(2021a) cuadrilateros desde la Teoria Antropoldgica de lo
Didactico.
Analiza la interaccion entre los conocimientos
tecnoldgicos y el ETM idéneo de profesores,
Théry (2023) Cuadrilateros evidenciando que el conocimiento tecnolégico
condiciona la seleccién de artefactos y el disefio de
tareas para la ensefianza de los cuadrilateros.
Establece la interrelaciéon entre los dominios del
Salazar, Théry y conocimiento tecnolégico del modelo TPACK y las
Garcia-Cuéllar Cuadrilateros génesis del Espacio de Trabajo Matematico (ETM)
(2024) idoneo para analizar la planificacion de la ensefianza
de los cuadrilateros.
Caracteriza el ETM idoneo potencial de profesores en
formacidn al planificar la ensefianza con inteligencia
Caypo (2025) Cuadrilateros | artificial generativa, identificando el predominio de

las génesis semiotica e instrumental y el potencial de
la [A para apoyar la planificacién docente.

Como se observa en la Tabla 3, los estudios desarrollados en este

eje abordan principalmente la ensefianza de los cuadrilateros. Asimismo,

este eje incluye investigaciones que emplean tecnologias digitales como

parte de sus propuestas; sin embargo, estas se han clasificado aqui por-

que su foco de analisis es el conocimiento profesional del profesor, mas

que las tecnologias en si mismas. Estas investigaciones evidencian una

evoluciéon en la comprension del conocimiento profesional del profesor

para enseflar geometria. Mientras los primeros estudios se orientan al

disefio de dispositivos de formacion docente, los trabajos posteriores de-

sarrollan modelos analiticos que explican como los profesores integran

conocimientos matematicos, didacticos y tecnoldgicos durante la planifi-

cacion de la ensefianza.
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Investigaciones sobre tecnologias digitales para la ensefianza
de la geometria

Las tecnologias digitales constituyen uno de los principales recursos
para favorecer la ensefianza y el aprendizaje de la geometria, debido a su
capacidad para promover procesos de visualizacion, exploracion, cons-
truccién y validacion de propiedades geométricas. Las investigaciones de-
sarrolladas entre 2019 y 2026 muestran que estas tecnologias no solo am-
plian las formas de representar los objetos geométricos, sino que también
median la actividad matematica de estudiantes y profesores al transformar
las formas de explorar, argumentar y resolver tareas geométricas.

Un conjunto de investigaciones analiza como las tecnologias digita-
les favorecen la construccion de significados geométricos mediante la ma-
nipulacion dinamica de las figuras. En esta linea, Garcia-Cuéllar (2021b)
describi6 una propuesta de Orquestaciéon Instrumental para la ensefianza
de la simetria axial mediada por GeoGebra. El estudio evidencia que la or-
ganizacion intencional del uso de esta herramienta en el aula promueve
los procesos de génesis instrumental de los estudiantes, favoreciendo la
exploracidn, la formulacion de conjeturas, la validacion de resultados y la
construccion de esquemas de accion colectiva instrumentada.

Asimismo, Garcia-Cuéllar y Martinez-Miraval (2023) evidencian que
el uso del Tangram virtual creado en GeoGebra favorece la reconfiguracion
de figuras y la aprehensién operativa durante el estudio del area de figuras
planas. Los resultados permiten comprender que la interaccion con repre-
sentaciones dinamicas facilita la identificacion de estrategias geométricas
y promueve una comprension mas profunda de las relaciones entre las fi-
guras y sus propiedades.

Otro grupo de investigaciones pone énfasis en el papel de las tecno-
logias digitales como mediadoras del razonamiento geométrico. Urquiza
Ruiz (2025) muestra que GeoGebra favorece la exploracion y la validacion
experimental de propiedades en tareas sobre semejanza de tridngulos, per-
mitiendo que los estudiantes articulen los paradigmas de Geometria Natu-
ral y Geometria Axiomatica Natural durante la resolucion de problemas.
En este contexto, la tecnologia trasciende una funcion representacional
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para convertirse en un medio que favorece la formulacién de conjeturas, la
contrastacion de resultados y la construccion de argumentos geométricos.

Las investigaciones también evidencian el potencial de las tecnologi-
as digitales para comprender el trabajo matematico desarrollado por los
profesores. Salazar etal. (2026) analizan la interaccién de docentes con una
aplicacidon de GeoGebra durante la resolucion de una tarea sobre el area de
cuadrilateros, identificando un predominio de la visualizacion iconica y de
las pruebas pragmaticas, asi como la activacion de las génesis semiotica y
discursiva en su Espacio de Trabajo Matematico personal. Ademas, el es-
tudio muestra que la interaccion con GeoGebra modifica la configuracién
del Espacio de Trabajo Matematico personal de los docentes, aportando
evidencia sobre el papel de las tecnologias digitales en la actividad mate-
matica del profesor.

Tabla 4 - Investigaciones sobre tecnologias digitales para la ensefianza de la

geometria
Autor Herramienta Contribucioén principal
Evidencia que la Orquestacion Instrumental
mediada por GeoGebra favorece los procesos de
i B génesis instrumental de los estudiantes durante
Garcia-Cuéllar . . (o .
(2021b) GeoGebra el aprendizaje de la simetria axial, promoviendo
la exploracidn, la formulacion de conjeturas y la
construccion de significados geométricos mediante
una organizacidén intencional de la ensefianza.
i B Evidencia que el Tangram creado en GeoGebra
Garcia-Cuéllar y GeoGebra q .g ., )
) ) favorece la reconfiguracion de figuras y la
Martinez-Miraval (Tangram ., ) L, i
_ aprehension operativa para la comprension del area
(2023) virtual) ) .,
de figuras planas durante la formacién docente.
Evidencia que las tecnologias digitales favorecen la
GeoGebra, oy s d . 5 _g s
_ _ validacién experimental de propiedades geométricas
Urquiza Ruiz Google . ., . A
y la articulacién entre los paradigmas geométricos
(2025) Classroom y ., _
Zoom durante la resolucion de tareas de semejanza de
tridngulos.
Salazar Analiza el trabajo matematico de profesores mediado
i i por GeoGebra, mostrando c6mo la tecnologia
Garcia-Cuéllar, . . , . .
Henr{quez-Rivas GeoGebra influye en la configuracion del Espacio de Trabajo
iquez-Riv. o ,
q_ Matematico personal durante la resolucién de tareas
y Kuzniak (2026) i o
sobre el area de cuadrilateros.
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Como se observa en la Tabla 4, GeoGebra es la herramienta digital mas
empleada en las investigaciones revisadas, tanto en estudios con estudiantes
como con profesores de matematicas. Las investigaciones analizadas destacan
que las tecnologias digitales trascienden su funcion como recursos de apoyo
para la ensefanza y se consolidan como mediadoras de la actividad matemati-
ca. Su integracion favorece procesos de visualizacion, exploracion, argumen-
tacion y validacion, tanto en estudiantes como en profesores, ampliando las
posibilidades para comprender y ensefiar los objetos geométricos desde pers-
pectivas dindmicas e interactivas. Asimismo, los resultados evidencian que el
potencial educativo de estas herramientas depende de las tareas propuestas y de
las decisiones didacticas que orientan su incorporacion en el aula, mas que de

la tecnologia en si misma.

Perspectivas emergentes en la investigacion sobre la ensefianza
de la geometria

Ademas de los ejes consolidados identificados en la produccion cientifi-
ca analizada, se observan investigaciones que exploran problematicas menos
desarrolladas, pero con un importante potencial para ampliar el campo de la
ensefianza de la geometria. Estas investigaciones incorporan nuevas perspecti-
vas tedricas y metodologicas que trascienden el estudio de las representaciones
semioticas, el Espacio de Trabajo Matematico, el conocimiento profesional del
profesor y las tecnologias digitales, abordando aspectos culturales, curriculares
y epistemologicos del aprendizaje geométrico.

Una de estas perspectivas corresponde a la Etnomatematica, representada
por la investigacion de Cieza (2022), quien analiza las simetrias presentes en
los disefios de tejidos de telar de la comunidad de Porcon, en Cajamarca - Peru.
El estudio identifica y clasifica las transformaciones geométricas implicitas en
las producciones artesanales y demuestra que las practicas culturales consti-
tuyen contextos significativos para la ensefianza de la geometria. De esta ma-
nera, la investigacion pone en valor el conocimiento matematico presente en
las manifestaciones culturales y plantea posibilidades para disefiar propuestas
didacticas que articulen la geometria escolar con la cultural peruana.

203



Ensino de Geometria na América Latina:
pesquisa, ensino e formacgao docente

Otra perspectiva emergente se orienta al andlisis del curriculo como
objeto de investigacion en educacion matematica. Garcia-Cuéllar et al
(2019), desde la perspectiva ecoldgica de la Teoria Antropologica de lo Di-
dactico (TAD), estudian la presencia de los cuadrilateros en el CNEB de
Peru y evidencian una organizacion fragmentada de los contenidos geo-
métricos. Los autores identifican el fenédmeno del autismo tematico, carac-
terizado por el tratamiento aislado de los cuadrilateros dentro de la escala
de codeterminacion didactica, lo que limita las relaciones entre los distin-
tos objetos geométricos y plantea desafios para el disefio curricular y la

formacion docente.

Finalmente, la investigacion de Palomino Gomez (2024) introduce
una perspectiva centrada en la prueba matematica durante el aprendizaje
de la geometria. A partir del estudio de tareas sobre el baricentro y el cir-
cuncentro del triangulo mediadas por GeoGebra, la autora caracteriza los
tipos de prueba desarrollados por estudiantes de educacién secundaria
utilizando la clasificacion propuesta por Balacheff. Los resultados desta-
can la coexistencia de pruebas pragmaticas e intelectuales durante la re-
solucién de las tareas, aportando evidencia sobre la evolucion de los pro-
cesos de argumentacion matematica en entornos de geometria dinamica
y abriendo nuevas posibilidades para investigar la construccion de la de-
mostracion en la educacion escolar.

Tabla 5 - Investigaciones sobre perspectivas emergentes en la investigacion
sobre la ensefianza de la geometria

Perspectiva . ./ -
Autor p Contribucion principal
emergente
Evidencia que el curriculo peruano (CNEB)
Garcia-Cuéllar, Curriculo y presenta una atomizacion de los contenidos
Almouloud y ensefianza de la | geométricos, identificando el fendmeno del autismo
Salazar (2019) geometria tematico en la ensefianza de los cuadrilateros desde
la perspectiva ecolégica de la TAD.
Identifica y clasifica las simetrias presentes en
Cieza Paredes L. los tejidos de telar de la comunidad de Porcon,
Etnomatematica ) _ .
(2022) mostrando el potencial del patrimonio cultural
como contexto para la ensefianza de la geometria.
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Caracteriza los tipos de prueba que elaboran
estudiantes de secundaria al resolver tareas sobre
Palomino Gémez Prueba el baricentro y el circuncentro con GeoGebra,

(2024) matematica evidenciando la evoluciéon desde pruebas
pragmaticas hacia formas de argumentacion
matematica mas elaboradas.

La Tabla 5 sintetiza los trabajos que conforman este ¢je, los cuales ponen
de manifiesto que la ensefianza de la geometria en el Peri comienza a incor-
porar problematicas que amplian el campo tradicional de la investigacion. El
estudio de las practicas culturales, el andlisis curricular y la construccion de la
prueba matematica representan perspectivas complementarias que enriquecen

la comprension de los procesos de ensefianza y aprendizaje de la geometria.

CONSIDERACIONES FINALES

El anadlisis de las investigaciones desarrolladas principalmente en
el marco de la Maestria en Ensefianza de las Matematicas y del Institu-
to de Investigacion sobre la Ensefianza de las Matematicas (IREM-PUCP)
evidencia una produccion cientifica que ha contribuido al desarrollo de la
investigacion sobre la ensefianza de la geometria en el Peru. Durante el pe-
riodo analizado (2019-2026), se observa una creciente diversificacion de
los objetos de estudio y de marcos tedricos, lo que refleja la consolidaciéon
de una comunidad académica interesada en comprender la complejidad
de los procesos de ensefianza y aprendizaje de la geometria desde multi-
ples perspectivas.

La sistematizacion realizada permitié identificar cinco ejes de analisis
que sintetizan las principales tendencias de esta produccion cientifica: las re-
presentaciones semioticas, el Espacio de Trabajo Matematico en el dominio
de la geometria, el conocimiento profesional del profesor, las tecnologias di-
gitales y las perspectivas emergentes. En conjunto, estos ejes evidencian una
evolucion de la investigacion peruana desde estudios centrados en los procesos
cognitivos de los estudiantes hacia investigaciones que incorporan el trabajo

matematico del profesor, la planificacion de la ensefianza, el analisis curricular
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y la integracion de tecnologias digitales y emergentes. Asimismo, muestran la
influencia de marcos teoéricos propios de la Didéctica de la Matematica, como
la Teoria de los Registros de Representacion Semiotica, el Espacio de Trabajo
Matematico y la Teoria Antropoldgica de lo Didactico, los cuales han propor-
cionado fundamentos solidos para comprender diferentes fendémenos asociados

al aprendizaje y la ensefianza de la geometria.

La revision también evidencia que las investigaciones recientes han am-
pliado progresivamente el campo de estudio hacia problematicas vinculadas
con la formacién del profesorado y la integracion de tecnologias digitales. El
uso de herramientas como GeoGebra, asi como el interés emergente por la
inteligencia artificial generativa, pone de manifiesto que la investigacién en
educacion matematica responde a los cambios tecnoldgicos y a las nuevas de-
mandas de la ensefianza, promoviendo el disefio de propuestas didacticas que
favorecen la visualizacion, la argumentacion, la resolucion de problemas y el
desarrollo del pensamiento geométrico. Al mismo tiempo, la incorporacion de
perspectivas como la Etnomatematica, el analisis curricular y el estudio de la
prueba matematica amplia las posibilidades para comprender la ensenianza de
la geometria desde enfoques culturales, epistemologicos y didacticos.

No obstante, el analisis realizado permite identificar desafios que cons-
tituyen oportunidades para el desarrollo futuro de la investigacion. Entre ellos
destacan la necesidad de ampliar los estudios hacia otros contenidos geométri-
cos, incrementar las investigaciones en educacion inicial y primaria, desarrollar
estudios longitudinales sobre la evolucion del pensamiento geométrico y for-
talecer investigaciones que articulen diferentes marcos teoricos y metodologi-
cos. Asimismo, resulta pertinente profundizar en el estudio de la demostracion
matematica, el razonamiento espacial, la modelacion geométrica y el impacto
educativo de tecnologias emergentes, como la realidad aumentada, la realidad
virtual, la impresion 3D y la inteligencia artificial, desde perspectivas centradas

en los procesos de ensefianza y aprendizaje.

Es importante sefialar que el presente capitulo se centro en investigacio-
nes desarrolladas principalmente en el ambito de la Maestria en Ensefianza de
las Matematicas y del IREM-PUCP, complementadas con algunos trabajos pu-

206



Ensino de Geometria na América Latina:
pesquisa, ensino e formacgao docente

blicados por investigadores de este grupo. En consecuencia, no pretende repre-
sentar la totalidad de la produccion cientifica peruana sobre la ensefianza de la
geometria. No obstante, el corpus analizado constituye un referente significati-
vo para comprender las principales tendencias que han orientado el desarrollo
de esta area durante el periodo estudiado y ofrece una vision articulada de las

contribuciones mas relevantes realizadas desde este espacio académico.

En conjunto, este panorama permite reconocer que la investigacion so-
bre la ensefianza de la geometria en el Pert ha alcanzado un grado importante
de desarrollo y diversificacidon, consolidando una agenda de investigacion que
integra aspectos cognitivos, didacticos, tecnologicos, curriculares y culturales.
Al mismo tiempo, constituye un punto de partida para impulsar nuevas inves-
tigaciones que amplien los objetos de estudio, fortalezcan la colaboracion en-
tre instituciones y contribuyan tanto al desarrollo de la Educacion Matematica
como a la mejora de la ensefianza de la geometria en los distintos niveles del

sistema educativo peruano.
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